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Vorwort. 



In der vorliegenden neuen Auflage sind der früheren 
gegenüber keine erheblichen Veränderungen vorgenommen 
worden; es wurde nur eine die Geometrie nicht zu Hülfe 
nehmende Ableitung der Landen'schen Transformation hinzu- 
gefügt. 

Prag, 21. März 1878. 

H. Durege. 
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Erster Absclmitt. 

Begriff der elliptischen Functionen. 

§ 1. ' 

Die elliptischen Functionen sind eine Gattung 
mathematischer Gebilde^ welche sich den Exponeniial- und 
trigonometrischen Functionen aufs innigste anschhessen^ und 
zwar SO; dass die letzteren beiden Gattungen als specielle 
Fälle in jenen enthalten sind. 

Die trigonometrischen und Exponentialfunctionen besitzen 
in vieler Beziehung Vorzüge vor ihren ümkehrungen, den 
cyclometrischen Functionen und Logarithmen. Es ist bekannt^ 
mit welcher Geschmeidigkeit sich die Sinus, Cosinus, Tan- 
genten u. s. w. in die mannigfaltigsten Beziehungen zu ein- 
ander bringen lassen, und wie dadurch diese Functionen be- 
sonders geschickt sind, analytischen Ausdrücken eine zur 
numerischen Berechnung bequeme Gestalt zu geben. Die 
Exponentialfunctionen erfreuen sich einer eben solchen Ge- 
schmeidigkeit, da sie ja in der That nichts anderes als tri- 
. gonometrische Functionen von imaginären Variabein sind; 
doch ist es dann nicht sowohl die einfadie Exponential- 
function e*, als vielmehr solche Combinationen wie 

welche den trigonometrischen Functionen an die Seite zu 
stellen sind. 

Ausser diesen allgemeinen Vorzügen besitzen die ge- 
nannten Functionen noch einige besondere Eigenschaften, 
durch die sie sich vor ihren Umkehrungen auszeichnen: 

1) Die unendlichen Reihen, in welche sie sich entwickeln 
lassen, convergireu für jeden beliebigen Werth der Variabein. 
Es gilt dies freilich bei den trigonometrischen Functionen nur 
vom Sinus und Cosinus, jedoch hat man diese wohl als dieHaupt- 

Duröge, ellipt. Functionen. 8. Aufl. 1 
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2 Abßchji. I. Begriff der elliptischen Functionen. § 1. 

repräsentanten der trigonometrischen Functionen anzusehen. 
Da Sinus und Cosinus für imaginäre Argumente in Ex- 
ponentialfunctionen übergehen und umgekehrt, so convergiren 
diese Beihen nicht blos für alle reellen, sondern auch für alle 
imaginären Werthe der Variabein. 

2) Sie lassen sich in Factorenfolgen entwickeln, sowohl 
von einer endlichen als auch unendlichen Anzahl von Factoren. 

3) Die Fi^nction der Summe zweier Variabein lässt sich 
durch die Functionen der einzelnen Variabein auf einfache 
Weise algebraisch ausdrücken. So ist z. B. 

sin (x -j- y) = sin x cos y + cos a? sin y 

4) Sie sind periodische Functionen; und zwar ist der 
Index oder Modul der Periode, d. h. die Grösse, um welche 
man das Argument der Function vermehren oder vermindern 
kann, ohne dass der Werth der Function sich verändert, bei den 
trigonometrischen Functionen reell, nämlich 2jr, bei den Ex- 
ponentialfunctionen dagegen imaginär, nämlich 2ni*). 

5) DieDiflferentialquotienten der trigonometrischen undEx- 

ponentialfuDctionen sind wieder Functionen derselben Art, z. B. 

d sin rc d&^ 

—- — = cos a?, -T- = e*. 
dx ' dx 

Alle diese Eigenschaften kommen den ümkehrungen, 
nämlich den Logarithmen und cyclometrischen Functionen, 
nicht zu. Untersuchen wir diese in Bezug auf die zuletzt 
genannte Eigenschaft, so zeigt sich, dass die DifiFerential- 
quotienten der letzteren algebraische Functionen sind, z. B. 
d log a; ___ 1 d arc sin a; 1 

dx ic' dx J/i _ x^' 

Daraus folgt, dass die Logarithmen und cyclometrischen 
Functionen sich als Integrale algebraischer Functionen 
darstellen lassen, z. B. 

1) /% = log^; 2) /^^^ = log(:r + ^r+^); 



*) Wenn keine besondere Bedeutung angegeben wird, so soll stets, 
wie übhch, unter n die Ludolphische Zahl, unter e die Basis der natür- 
lichen Logarithmen und unter i die ^— 1 verstanden werden. 
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Abschn. I. Begriif der elliptischen Functionen. § 1. 



arc sin x 



ü 

X 

die unteren Grenzen sind dabei jedesmal so gewählt worden, 
dass die willkürliche Constante des unbestimmten Integrals 
verschwindet. 

Wir wollen zunächst diese wichtige Eigenschaft einer nähe- 
ren Betrachtung unterwerfen. Sieht man in den vorstehenden 
Integralen die obere Grenze als veränderlich an, so kann man 
sagen, dass die Logarithmen und cyclometrischen Functionen 
algebraische Integrale sind, diese Integrale als Functionen ihrer 
oberen Grenze betrachtet. Nun sind die trigonometrischen und 
Exponentialfunctionen die ümkehrungen jener; während also 
die letzteren sich als Integrale darstellen lassen, bilden die 
ersteren die veränderlichen oberen Grenzen dieser Integrale; 
oder mit anderen Worten: Betrachtet man in gewissen algebra- 
ischen Integralen das Integral als Function der oberen Grenze, 
so ist diese Function ein Logarithmus oder eine cyclometrische 
Function ; betrachtet man aber umgekehrt bei denselben Inte- 
gralen die obere Grenze als Function des Integrals, so ist eine 
solche Function eine Exponential- oder eine trigonometrische 
Function. Setzen wir in den obigen Beispielen nach der Reihe 

10 ü 

a: X 

^v r dx Rx /* dx 

4) /-== = w, 5) l T—. — i = w, 

u u 

und betrachten jedesmal u als Function von ^r, so ist nach 
der Reihe 

l)u^logx, 2) M = log(a?-f-/r+^), 
3) M = ^ log _ , 4) w = arc sin x, ö) u = arc tg x. 

Betrachtet man aber umgekehrt jedesmal x als Function 
von w, so ergiebt eine leichte Rechnung der Reihe nach 

1* 
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4 Abschn. I. Begriff der elliptischen Functionen. § 2. 

l)x = e-, 2)x= 2—' 3)^= ^^^^_^^ , 

4) X = sin li, 5) a; = tg w 

Diese Betrachtungsweise ist wesentlich keine andere, als 
diejenige, welche z. B. bei der Einführung der Logarithmen 
in der elementaren Mathematik gemacht wird*), 

§2. 

Die zuletzt angestellte Betrachtung wandte Abel auf ein 
zusammengesetzteres algebraisches Integral an, nämlich auf 
das folgende: 

X 

dx 



/) 



K(l — i') (1 — Ic'x^) 



= w, 



in welchem fc eine positive Constante, die kleiner als 1 ist, 
bedeutet**). Der wesentliche unterschied dieses Integrals* 
von den im vorigen § betrachteten ist der, dass es ein 
irrationales Integral, und die Grösse unter dem Wurzelzeichen 
vom 4**" Grade istj während jene Integrale entweder rational 
sind, oder unter dem Wurzelzeichen eine Function des zweiten 
iGrades haben. 



♦) Dabei entsteht allerdings eine Schwierigkeit, die hier nicht un- 
erwähnt bleiben mag. Da nämlich die oben erwähnten Functionen 
von u periodische Functionen sind, sodass einem und demselben Werthe 
von X mehrere verschiedene Werthe von u angehören, so müssen die 
obigen Integrale, welche Functionen von x sind, vieldeutige Functionen 
sein. Nach der gewöhnlichen rfefinition eines bestimmten Integrals 
aber sieht man nicht ein, wie ein solches vieldeutig sein könne, üeber 
die Hebung dieser Schwierigkeit und den Nachweis, dass. bestimmte 
Integrale in der That vieldeutig sein können, verweisen wir auf den 
im Anhange behandelten Abschnitt XX^ ^*'S'*r"/*f * 

**) Abel ging in seiner ersten Abhandlung über die elliptischen 
Functionen „Recherches sur les fonctions elliptiques" Crelle's Journ. 
Bd. 2 und Oeuvres complötes de N. H. Abel Tome I. No. XII. aller- 
dings von einer etwas anderen Form aus, nämlich von dem Integral 

X 

dx 



'Jy^ 



<^x^) (1 + c«a;«) 



Die im Text angegebene Form wurde von Legendre als Normalform 
des elliptischen Integrals erster Gattung aufgestellt. Jacöbi ging wieder 
auf dieselbe zurück, und sie wurde später auch von Abel als Ausgangs- 
punkt adoptirt. 
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Abschn. I. Begriff der elliptischen Functionen. § 2/ 5 

Dieses Integral hatte die Mathematiker vor Abel schon 
vielfach beschäftigt. Gleich nach der Erfindung der Diflferential- 
und Integralrechnung durch LeibnÜB und Newton entstand 
die Aufgabe, die Integrale der verschiedenen Functionen, 
namentlich der algebraischen Functionen, so viel als möglich 
auf schon bekannte Functionen zurückzuführen. Dies gelang 
auch mit allen rationalen algebraischen Functionen und mit 
denjenigen irrationalen Functionen, welche nur eine Quadrat- 
wurzel aus einem Ausdruck des zweiten Grades enthalten. 
Die Reduction dieser Integrale wurde theils von Leibnitz 
selbst, theils von Jacob und Johann BernouUi ausgeführt 
und durch Euler zu einem gewissen' Abschlüsse gebracht. 
Allein bei denjenigen Integralen, die die Quadratwurzel aus 
einem Ausdruck enthalten, der deft zweiten Grad übersteigt, 
gelang die Reduction auf schon bekannte Functionen nicht. 
Anfangs glaubte man zwar dies der ünvollkommenheit der 
Methoden zuschreiben zu müssen, bald aber erkannte man, 
dass man es in der That mit ganz neuen Functionen zu 
thun habe. Mit denjenigen unter diesen Integralen, deren 
Radical den 4*®" Grad nicht übersteigt, beschäftigte sich 
nun zunäichst Euler, dann aber vorzüglich Legendre, der 
diesen Integralen den Namen elliptische Functionen gab, 
weil die Rectification der Ellipse auf ein Integral dieser 
Art führt. Jetzt nennt man nach Jacobi diese Integrale 
elliptische Integrale zum unterschiede von den eigent- 
lichen elliptischen Functionen, von denen sogleich die 
Rede sein soll. Legendre legte seine Untersuchungen in den 
zwei grossen Werken „Exercices du calcul integraV^ und 
„Tratte des fonctions elUptiques^^ nieder, und zeigte darin ui^ter 
anderem, dass sich alle elliptischen Integrale auf drei ver- 
schiedene Formen zurückführen lassen, welchen er die Namen 
Elliptisches Integral der ersten, zweiten und dritten 
Gattung gab. 

Das oben erwähnte Integral 

X 

u= / ,. (1) 

J K(l - x^) (1 — k^x^) ^ 



ist nun das elliptische Integral der ersten Gattung, und zwar 
nennt man diese Form desselben die Normalform. Von dem- 
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6 Abschn. I. Begriff der elliptischen Functionen. § 3. 

selben ist sogleich ersichtlich, dass es sich für die beiden 
speciellen We^the und 1 der Coüstanten h auf einen Arcus 
Sinus und einen Logarithmus reducirt; denn man hat 

X 

/* dx 
für Ä = , u= I ,, = arc sin x 

fürÄ=l, ^.==J^,==ilogl±f. , 

Ü 

Die elliptischen Integrale sind also Functionen der Art, 
dass sie die cyclometri^chen Functionen und Logarithmen als 
specielle Fälle umfassen ; sie sind daher den zuletzt genannten 
Functionen anzureihen. 

Nun erkannte aber Ahel^ dass nicht sowohl die Integrale, 
welche die cyclometrischen Functionen und Logarithmen dar- 
stellen, sondern vielmehr ihre Umkehrungen, nämlich die tri- 
gonometrischen und Exponentialfunctior^en, für die gesammte 
Analysis die bei weitem wichtigeren Functionen sind, und 
schloss daraus, dass die ümkehrung des elliptischen Integrals 
eine Gattung von Functionen liefern würde, wichtiger als die 
elliptischen Integrale selbst. In der That mussten 'diese um- 
gekehrten Functionen nun die trigonometrischen und Ex- 
ponentialfunctionen als specielle Fälle umfassen und daher 
von noch grösserer Bedeutung sein als diese. 

Diese umgekehrten Functionen, die also entstehen, wenn 
man in dem elliptischen Integral (1) die obere Grenze x als 
Function des Integrals u betrachtet, sind es nun, die man 
elliptische Functionen nennt. 

§ 3. . 

Legendre hatte schon gezeigt, und wir kommen darauf 
ausführlich zurück dass man immer bewirken kann, dass die 
obere Grenze des Integrals (1) das Intervall der Werthe 
zwischen — 1 und -|- 1 nicht überschreitet. Unter dieser 
Voraussetzung kann man die Variable x einem Sinus gleich 
setzen und erhält dann, wenn man 

X = sin (p . 
annimmt. 
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Abflchn. I. Begriff der elliptischen Functionen. § 3. 7 

^ ^ r ^^ = / ^y 

J K (1 - a?*) (l - k^ x^) J V \ — k^ sin« q> ' 
u 

Hierin hatte Legendre den Bogen % nämlich die obere Grenze 
des Integrals^ die Amplitude^ und die Gonstante k den 
M odul des Integrals genannt, und um das Integral kurz zu 
bezeichnen, hatte er das Zeichen F gewählt und gesetzt: 

J y \ —K* 8in* tp 



wo die letztere kürzere Bezeichnung angewendet wird, wenn 
der Modul Tc nicht zweifelhaft ist. 

Die ümkehrung der elliptischen Integrale oder die Ein- 
führung der eigentlichen elliptischen Functionen besteht nun 
darin, dass man x oder (p als Function yon u ansieht. Um 
diese Functionen zu bezeichnen, behielt Jacdbi {Fundamenta 
novatheoriae functionum eUipticarum § 17) das von Legendre 
gewählte Wort Amplitude bei und setzte 

q) == am u, 
gesprochen: q> gleich Amplitude u. Ebenso wie das Inte- 
gral «*, als Function von q) angesehen, noch von dem Modul h 
abhängig ist, ebenso ist auch 9, als Function von u betrachtet, 
von jfc abhängig. Wenn es nothwendig ist, den Werth des 
Moduls anzudeuten, schreibt man entweder 

(p = am (Ujlz) 

oder fügt den Modul in Klammern hinzu, in folgender Art: 

tp = am u (mod h). 

Betrachtet man nun in dem algebraischen Integral 



/[ dx 
K (1 - x^) (1 



ö 
X als Function von u, so ist, weil x = sin ip gesetzt war, 

X = sin am u 
{x gleich Sinus Amplitude u), und die trigonometrischen 
Functionen von am u sind es nun, die man elliptische Functionen 
von u nennt. Die Variable u nennt Jacöbi das Argument 
der elliptischen Function. " ' ' ^ 



,;^1i. 
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8 Abschn. I. Begriff der elliptischen Functionen. §. 3. 



Für den Nenner ^1 — h'^ sin^ (p des Integrals F {(p) hatte 
Legendre ein besonderes Zeichen eingeführt^ nämlich gesetzt : 

}/l — k^ sin^ (p = ^ (g), k) = ^(p. 
Diese Function, die in der Theorie der elliptischen Functionen 
immer wieder vorkommt, ist gleichsam als eine neue trigono- 
metrische Function zu betrachten, die dem Cosinus verwandt, 
allerdings aber auch noch von dem Modul k abhängig ist. 
Führt man aber stattjgp das Argument u ein, so werden sin am u 
und cos am ti ebenfalls von k abhängig. Es sind daher 

sin am u, cos am u, ^ am u 
die drei hauptsächlichsten einfachen , elliptischen Functionen, 
aus denen sich die vier übrigen 

tg am w, cotg am te, sec am w, cosec am u 
durch blosse Divisioij ergeben*). 

Neben dem Modul k hat Legendre noch einen andern ein- 
geführt, den Jacobi stets mit jfc' bezeichnet, und der mit k in 

der Beziehung 

Z;^ + Ä'2 = 1 

steht. Da diese beiden sich zu einander verhalten, wie Sinus und 
Cosinus, so nennt man nach Legendre jeden das C omplem ent 
des andern, oder auch den einen den Modul, den andern den 
complementären Modul. 



*) Statt der Bezeichnungen sin am u, cos am u, J am u hat Ghuder- 
mann in seiner „Theorie der Modularfunctionen** (auch in Crelle's Joum. 
Bd. 18) § 6 die kürzeren 

8nu, cnu, dnu 

vorgeschlagen, welche man ebenfalls angewendet findet. Es hat sich 
' bis jetzt noch keine Bezeichnungsweise der elliptischen Functionen aus- 
schliessliche Geltung verschafft. Briot und Bouquet (Theorie des fanct, 
douhlement periodiques et, en particulier, des fonct. ell.^ Paris 1859) 
wenden einfach die Buchstaben X, fi^ v an; Schellbach (Die Lehre von 
den elliptischen Integralen und den Theta-Functionen^ Berlin 1864) die 
Buchstaben f, g, h. Wenngleich sich nicht leugnen lässt, dass JacoWs 
Bezeichnung wegen ihrer Länge unbequem ist, so giebt doch andrer- 
seits diese Bezeichnungsart allein der Eigenschaft Ausdruck, dass die 
drei einfachen elliptischen Functionen trigonometrische Functionen einer 
und derselben Grösse, am u, sind. Insofern nnn die von Crudermann 
vorgeschlagenen Zeichen als eine blosse Abkürzung der Zeichen Jacobi's 
angesehen werden können, und an Kürze nichts zu wünschen übrig 
lassen, so dürften dieselben vielleicht am besten da anzuwenden sein, 
wo die Jacobi'sche Bezeichnung unbequem wird. 



Digitized byLjOOQlC 



Abschn. I. Begriff der elliptischen Functionen. §, 4. 



9 



Die Function ^ wird für reelle Werthe von ^> stets 
positiv genommen. Vergleicht man sie mit dem Cosinus, so 
erbellt zunächst , da 



cos ip = j/l — sin'^ % dq) = j/l — k^ sin'^ 9 

ist, dass für g? = beide gleich 1 werden. Wächst dann g?, 
so bleibt, weil k^ ein echter Bruch ist, 

-^9 > cos g?. 
Für g? = ?^ wird cos ^ 



0, dagegen ^- = ]/! — k^ = k\ 

Dies ist also der kleinste Werth, den dg) annehmen kann, denn 

wächst nun g? über ^ hinaus, so kann d(p, ohne eine Unter- 

brechung der Stetigkeit zu erleiden , nicht ins Negative über- 
gehen, .-Jg? bleibt daher positiv und wird wieder grösser als k\ 
Hieraus folgt, dass die Function z/ für reelle Werthe von g) nie- 
mals verschwindet. Während also 
der Cosinus durch die Curve ABC DE 
(Fig. 1) geometrisch dargestellt wird, 
giebt die Curve ABV DE ein Bild der 
Function J, wenn BB' = DD' = k' 
gemacht wird. 

Bemerkenswerth sind noch die Relationen 

z/2g? + Jfc^sin^g) = 1, z/^g? — Ä'cos^g? = k'^, 

welche gewissermassen dBr Relation 



analog sind. 



cos^g? + sin^g? == 1 



§4. 



Es wurde schon §2 erwähnt, dass die elliptischen Functionen 
für die Werthe von und 1 des Moduls k in trigonometrische 
oder Exponentialfunctionen übergehen. Dies ist nun leicht 
einzusehen. Denn für jfc = hat man 

u= I dg) = q)] also g? = am (m, 0) = w, mithm 
sin am (w, 0) = sin u. 



jM.tC 
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Abschn. I. Begriff der elliptischen Functionen. §. 4. 



Für Ä; = 1 aber ist 



X 

J* dx 



k.^ 



ii% 



und dann x 



Wir fanden § 1 für diesen Fall 

e» — e— t» 



= sin am (m, 1). 



also ist 



ew + e- 



sin am (li, 1) =» 



«M 



Das Integral und seine Amplitude verschwinden für jeden 
Werth von Tc gleichzeitig; daher ist 

am(0, Ä) = 0, 
sin am (0, Tz) = 0, cos am (0, Ä) = 1 , ^ am (0, Ä) = 1. 
Nimmt ferner die Amplitude denselben Werth mit entgegen- 
gesetztem Zeichen an, so thut dies auch das Integral, also ist 

am (— u) = — am u. 
Die Function am u ist daher eine ungerade Function, und es ist 
sin am ( — u) = -^ sin am w, cos am (— u) = cos am ti, 
J am ( — u) = ^d am u. 
Aus den Betrachtungen des § 1 geht hervor, dass die 
Differentialquotienten der elliptischen Functionen wieder ellip- 
tische Functionen sein werden. Diese sind jetzt leicht zu 
ermitteln. Zunächst folgt aus 



u = 



dq> 






dq> ^ 



1 damu . ' 

also —j — = ^ am u. 
au 



Dies zeigt, dass am u für reelle Werthe von u eine stets mit ti 
wachsende Function ist. Ferner hat man 



d sin qp 

dq> 



folglich ist 



(2)' 



cos (f, 

dJcp 
dcp 



d cos 



5_=, 



dcp 

k^ sin q> cos qp 
^9 ' 



sm g), 



d^mamu 

du 
d cos am u 



du 

d J amu 

du 



= cos am u J am u 
= — sin am u ^ am u 



== — Jc^ sin am u cos am u. 
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Abschn. I. Begriff der elliptischen Functionen. § 5. H 

§5. 

Um die Anwendbarkeit der elliptischen Functionen an einem 
Beispiele darzutbun^ wollen wir die Bewegung des ebenen 
Pendels untersuchen und zeigen, dass der Sinus der Amplitude 
diejenige Function ist, mittelst welcher die Ablenkung eines hin- 
und herschwingenden Pendels durch die Zeit ausgedrückt wird. 

Wir betrachten hier nur das mathematische Pendel, d. h. 
wir untersuchen die Bewegung eines materiellen Punktes, auf 
den die Schwere wirkt, und der gezwungen ist, sich in einem^ i^^'^'^^W»^ 
Kreise zu bewegen. 

Bezeichnet g die Acceleration der Schwere, l die Länge 
des Pendels, ^ den Winkel, den dasselbe mit der Verticallinie 
bildet, und t die Zeit, so ist bekanntlich die DifiFerentialgleichung 
für die Bewegung des Pendels folgende: 

S^^-f-V- (3) 

Man kann hieraus ohne Hülfe der elliptischen Functionen und 
ohne Anwendung von unendlichen Reihen die Relation zwischen 
^ und f, welche die Bewegung des Pendels darstellt, nur dann 
ermitteln, wenn man die Ablenkung ^ so klein annimmt, dass 
man den Sinus mit dem Bogen vertauschen kann. Wir nehmen 
dies nun nicht an, sondern setzen über die Grösse von ^ 
nichts voraus. 

Man kann die Gleichung (3) einmal integriren, wenn man 

sie mit 2 ^ multiplicirt; dann erhält man durch Integration 

(^y=-^-*+^ w 

wo G eine willkürliche Constante bedeutet, um die mecha- 
nische Bedeutung derselben einzusehen, bemerke man, dass 

derjenige Werth von ^, für welchen -^ verschwindet, ein 

Maximum- oder Minimumwerth des Winkels ^ ist. Bezeichnet 
man diesen Werth mit a, so hat man di« Gleichung 

= y cos a + C, 
aus welcher 

C = — -,- cos a, cos a = — (7 ^^ 
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12 Abschn. I. Begriff der elliptischen Functioneii. § 5. 

Da aber a nur durch den Cosinus gegeben ist; so kann man 
diesen Winkel ebensowohl negativ als positiv annehmen. Da 
alsdann die Gleichung (3) zeigt; dass der Werth des zweiten 
Differentialquotienten für ein posityves a negativ und für ein 
negatives a positiv wird; so sieht man eiu; dass -{- a der grosste 
und — a der kleinste Werth des Winkels tff ist. Hieraus folgt, 
dass das Pendel zwischen den beiden Werthen + « i^d — ^ 
des Winkels il; hin- und herschwingt. Allein hiebei ist still- 
schweigend vorausgesetzt, dass die willkürliche Constante C 
einen solchen Werth besitze, dass cos a nicht kleiner als — 1 
und nicht grösser als 4~ ^ ausfalle. Es ist nun klar, dass diese 
Bedingung nicht immer erfüllt sein wird. Wenn sie es aber 
nicht ist, dann gehört dem Cosinus kein reeller Winkel a mehr 
an, es existirt dann kein Maximum- oder Minimumwerth des 
Winkels ^, und derselbe wird, anstatt abwechselnd zu- und 
abzunehmen, entweder beständig zu- oder bestandig abnehmen. 
Statt eines hin- und herschwingenden Pendels haben wir als- 
dann ein solches, das um die ganze Peripherie herumschwiugt. 

Um nun noch näher zu untersuchen, wann dies eintritt, 
wollen wir die Constante G durch die Anfangswerthe ausdrücken, 
d. h. durch diejenigen Werthe der Variabein V und ihres 

Differentialquotienten -^ (der Winkelgeschwindigkeit), welche 

irgend einem bestimmten Werthe von t angehören. Zu diesem 
Zwecke nehmen wir an, dass die Zeit von dem Augenblicke 
an gezählt werde, in welchem das Pendel durch die Vertical- 
linie geht, und dass in diesem Augenblicke die Winkel- 
geschwindigkeit den Werth v besitze; dann sind 

^ = und -^ = V 

die Anfangswerthe, welche dem Werthe ^ = zugehören. 
Setzt man diese in die Gleichung (4), so erhält man 

v^-'-f + G, 

also 

C = v^* ~ und cos a = 1 — -^ • 

l 2g 

Hieraus erhellt, da g, l, v^ positive Grössen sind, dass cos a 

zwar niemals grösser als -j- 1 ist, wohl aber kleiner als — 1 

werden kann, nämlich dann, wenn 

- Iv^ > Ag 
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Abschn. I. Begriff der elliptischen Functionen. § 6. 13 

ist. Nun ist Iv^ der Ausdruck für die Centrifugalfcra^in dem 
Augenblicke; wann das Pendel durch die Verticallinie liindui;ch- 
geht. Da ausserdem cos a positiv oder negativ ist, je nacK- 
dem W^ < oder > 2 g, so erhält man für die Art, wie ein 

ebenes Pendel schwingt, folgendes R esultat; ..j^-:>- 

Wenn die Centrifugalfcwbft-^einerTbenen Pendels intern '^^iß*?^^»— *^->«i 
Augenblicke, da dieses durch die Verticale hindurchgeht, klei- 
ner als die dqppelte Schwere ist, so schwingt das Pendel in 
dem unteren Halbkreise hin und her. Ist die Centrifugalkraft 
grösser als die doppelte Schwere, so steigt das Pendel in den 
oberen Haikreis und schwingt noch hin und her, wenn die 
Centrifugalkraft zugleich kleiner als die vierfache Schwere ist; - 
ist sie aber grösser als die vierfache Schwere, so läuft das 
Pendel um die ganze Peripherie herum. 

§6. 

Wir werden uns nun zunächst mit dem hin- und her- 
schwingenden Pendel beschäftigen, indem wir das ganz herum- 
schwingende einer späteren Betrachtung vorbehalten*). 

Ersetzt man in der Gleichung (4) die Constante C durch 
den Winkel a, so erhält man 



^J "" ¥ (^^^ ^ "" ^^® ")' 



woraus 

T 



dt^f^ 



^9y cos if) — cos a ' 
und, wenn man wie oben annimmt, dass ^ und t gleichzeitig 
verschwinden, 

t^l/T f'^ (5) 

r ^ 9 ^ f cos 1/» — cos a 

folgt. Dieses Integral ist nun ein elliptisches, denn setzt man 
cos ^ = ij?, wodurch 

dij} dx 

^cos 1/» -— C03 a K(l — oc^) (os — cos cc) 

wird, so sieht man, dass die Grösse unter dem Wurzelzeichen 



*) Siehe § 15. 
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vom dritten Grade ist. um nun dieses elliptische Integrial auf 

die Normalform zu bringen, hat man nur nöthig, statt der 

r— , Variabein ib eine andere Variable op mittelst der Substitution 

*^ '^ (6) sin 4" ^ = sin -^a sin g? 

'•^^Y -^[{i-'^sij^^inzuinhrexi. Denn dadurch erhält man 

^Y~c^,..s^y^^y^ios ^^ = /r^inH«sin>; \j^^ J^^^jc^ ^o^ä^ .^ 
^t -«^«t Fl — sin« J a sin« qp 

x:c^yLi^c^d)x<^yri^\ j/cos ^ — cos a = j/2 sin ^a cos^ 
mithin : 

dtp ^^ T^^qp 

Kcos 1/; -— COS a V^T— sin« ^ « sin* qp 

Hiedurch ist die Normalform hergestellt, und der Modul des 
Integrals ist sin \ a. Setzt man also 

sin ^ a = hy 
so erhält man, da die Winkel ^ und (p wegen (6) gleich- 
zeitig verschwinden, aus (5) 



Da nun hienach der Werth des Integrals sich gleich tV-^ 
ergeben hat, so ist (p die Amplitude dieses Ausdruckes. Also ist 
q) = amt j/-^- ; 



>r Jgubstituirt man dies in (6), so folgt 



^ijT^*^ ^-(8) .... sin|^ = &sinam^x/-^, 

wodurch > als Function der Zeit ausgedrückt ist. Es fo 
daraus noch 

C(Ol^^^^^ cos |^ = ^1 —h^ siu'^ am t j/ j^ ^ ^ amt j/-^^ , 

also 
.(9) .... sin t = 2 Je sin. am ty ~ ^ am t y ^, 

cos ^ ==(l— 2 ¥ siu2 am t y -fj, 
und die Winkelgeschwindigkeit wegen der Formeln (2) 

v/ 
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Wir werden im Verlauf unserer Untersuchungen sehen, dass 
die elliptischen Functionen sich" in sehr stark convergirende 
Reihen entwickeln lassen. Mittelst derselben kann man sie 
alsdanuvfür jeden gegebenen Werth des Moduls und des Argu- 
ments berechnen. Kann man aber die Werthe von Sinus 
Amplitude u. s. w. aus den gegebenen Daten finden, so leuch- 
tet ein, dass die strenge Auflösung der Pendelaufgabe gerade 
so einfach ist, wie die genäherte Auflösung, bei welcher die 
Ablenkung durch den Sinus ^ausgedrückt wird. Einen Vorzug 
für die numerische Rechnung haben allerdings die trigono- 
metrischen Functionen, nämlich den, dass sie in ausserordent- 
lich bequeme Tafeln gebracht sind, aus denen man ihre Werthe 
mit grosser Leichtigkeit entnehmen kann. Tafeln von so be- 
quemer Einrichtung lassen sich nun wohl für die elliptischen 
Functionen kaum aufstellen, weil die letzteren von zwei Grössen 
abhängig sind, dem Argument und dem Modul; dagegen sind 
die Reihen für die elliptischen Functionen, besonders wenn 
man die sogenannte Jacobi'sche Function zu Hülfe nimmt 
(worüber das Nähere später), so ausserordentlich convergent,- 
dass dieselben in vielen Fällen einfachen geschlossenen Aus- 
drücken gleich gesetzt werden können. 

Ein Vorzug specieller Art, den die elliptischen Functio- 
nen gegenüber den elliptischen Integralen besitzen , darf hier 
nicht unerwähnt bleiben. Gewöhnlich ergiebt sich bei mecha- 
nischen Aufgaben schliesslich die Zeit ausgedrückt durch ein 
Integral, das die Coordinaten, von welchen der Ort des be- 
weglichen Punktes abhängt, enthält. Dies ist aber nicht eigent- 
lich das, was man wissen will; man wünscht vielmehr gerade 
umgekehrt die Coordinaten durch die Zeit ausgedrückt zu 
habend Das vorliegende Beispiel zeigt, wie die elliptischen 
Functionen diese Forderung erfüllen. 
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Zweiter Al)schnitt. 

Von der Periodicität der elliptischen Functionen. 

§7. 

Wir haben gesehen ; dass die elliptischen Functionen die 
trigonometrischen und Exponentialfunctionen als specielle Fälle 
in sich schliessen. Daraus kann man schon im Voraus abneh- 
men, dass die in § 1 erwähnten Eigenschaften, durch welche 
sich die trigonometrischen und Exponentialfunctionen aus- 
zeichnen, den elliptischen Functionen ebenfalls zukommen. 
Wir werden dies nach und. nach vollständig nachzuweisen 
suchen. Zunächst aber wollen wir uns mit der wichtigsten 
unter diesen Eigenschaften beschäftigen, nämlich mit der 
Periodicität. Die elliptischen Functionen sind hierin be- 
sonders merkwürdig, da sie eine doppelte Periode besitzen: 
eine reelle, wie die trigonometrischen Functionen, und eine 
imaginäre, wie die Exponentialfunctionen. 

Unter den verschiedenen Werthen, welche die obere Grenze 

eines elliptischen Integrals annehmen kann, ist der Werth | 

besonders ausgezeichnet. Es soll sogleich nachgewiesen wer- 
den, dass man jedes elliptische Integral mit beliebiger Ampli- 
tude zurückführen kann auf ein Integral mit der Amplitude % 

und eines, dessen Amplitude kleiner als ^ ist. Aus diesem 
Grunde hat Legendre das elliptische Integral 

2" 

J Vi - k^ sin« qj 
u 

la fondion complete genannt. Wir wollen es das vollständige 
Integral nennen und nach Jacohi mit iT bezeichnen, sodass 






dx 



x^)(l — k^x^) 



ist. Legendre hatte dafür das Zeichen F^ angewendet. Diese 
Grösse hängt, wie man sieht, nur noch von dem Modul Je ab. 
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Abschn. II. Von der Periodicität der ellipt. Functionen. § 7. 17 

und wir werden später Mittel finden , sie mit Leichtigkeit für 
jeden Werth von Ic zu berechnen. Dienjenigen Werth von JST, 
welcher dem complementären Modul Ic' zugehört^ hat Jacdbi 
analog mit K' bezeichnet^ so dass 



^'^^ i ^<P 






ist. 

Was die Beschaffenheit von K anbetriflft, so ist zuerst 

klar, dass für h =0, jK'= ^ wi^^- Ferner ist K immer positiv, 

denn da das bestimmte Integral als der Grenzwerth einer 
Summe anzusehen ist, und J(p in der ganzen Ausdehnung 
des Integrals positiv bleibt und niemals verschwindet, so ist 
K der Grenzwerth einer Summe von lauter positiven Grossen, 
mithin selbst positiv. Aus demselben Grunde ist auch 

2 

dK . r^n^ g> dg> 

dW) ~ * J "^"^ ' Zy 


immer positiv. Daher ist K für alle von verschiedenen Werthe 

von h grosser als ~ und wird zuletzt für i == 1 unendlich 

gross. Das letzte geht aus der algebraischen Form des Inte- 
grals hervor, denn, da man auch hat, sin g) = a: gesetzt, 



so erhält man für 2; = 1 

.r=l 

Aus der Definition von K folgt nun, dass y die Ampli- 
tude von K ist, wenn der Modul k, und die Amplitude von K\ 
wenn der Modul Je ist; also hat man 

am {K, l) — am (JT, *') = y 
und dann sogleich 

sin am JST = 1 , cos am K = 0, J am K= h\ 

Duröge, ellipt. Functionen. 3. Aufl. 2 
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18 Abschn. IL Von der Periodicität der eUipt. Functionen. § 7. 

Hieraas ist ersichtlich; dass diese Grosse K bei den ellipti- 
schen Functionen dieselbe Rolle spielt, wie die Zahl ^ ^^ 

der Trigonometrie; in der That wird auch für den Fall, dass 
die elliptischen Functionen in trigonometrische übergehen^ 

nämlich wenn A; = ist, £"«= y» , 

Es soll nun folgender Satz bewiesen werden : Nimmt man 
das Integral 

J ^v 
nach und nach zwischen den Grenzen 

OÄ « 3ff 3n o I 

• y^ T*-^> ^ 2^ ^2^ •• 2ä, etc. 

__...0, — Ä..~y;— — Ä, — 2ä ~ etc., 

so sind alle diese Integrale einander gleich und gleich K. Um 
dies 'einzusehen , bezeichne n eine beliebige positive oder ne- 
gative ganze Zahl, dann ist jedes der vorliegenden Integrale 
von einer der beiden Formen 

2n4-l 



f^^ oder r^,^ 



Setzt man aber in dem ersteren Integrale 

g?j = nie — y, 
so erhält man 



nil Q 2 

f^V ^_ fäfpi ^ rdtpt ^ ^ 





'^. 




* * 


V " 


und setzt 


man in 


dem zweiten 


Integral 






9?i = 


= g? 


— WÄ, 


so erhalt 


man 


2n+l^ 


it 

2 
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Abschn. II. Von* der Periodicität der ellipt. Functionen. § 7. 19 

Ein elliptisches Integral^ dessen Grenzen zwei auf einander 

folgende Vielfache von ^ sind , hat also stets den Werth K. 

Bildet man daher nun ein elliptisches Integral^ dessen untere 
Grenze Null; und dessen obere Grenze ein beliebiges Vielfaches 

von Y ist, so ist der Werth desselben ein Vielfaches von K. 
Denn es ist: 






ü n n • / ^x * 



dtp 

(«-i)-f 



' 2 



2S 

J ^9 



Nun ist w Y die Amplitude des Integrals, dessen Werth wiT, 
ist; mithin hat man 

n^ = am {nK), 

oder weil y= am JT ist, 

am (nK) = n - am K, 
Es ist also der Beihe nach: 

Y "= am K 

n = am 2 Ä" = 2 • am ÜT 

?^ = am3^=3.amJS: 

2jt=^am4:K=4-amK 
u. s. w. 
Betrachten wir jetzt ein elliptisches Integral mit der be- 
liebigen Amplitude a, so kann man, wenn ß einen Bogen 

zwischen und y bezeichnet, entweder 

a = nn + ß oder a = wä — ß 
setzen, je nachdem das grösste in a enthaltene Vielfache von 
~ gerade oder ungerade ist. Im ersten Falle ist 



/*d(p ^ Cd^ , Cdgi 
J(p J J(p "^J dtp 
nn 



2* 
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20 Absclin. II. Von der Periodicität der ellipt. Functionen. § 7. 
oder, wenn man 

setzt, 



9i 

nn + ß 



(p 



nn 



J ^9 



2nK + 






Im zweiten Falle erhält man 

nrt — ß 

^d 



/d(p rd ep i dq> 

nn — ß 



und wenn man hier 
setzt, 



J^9 4 

nn — ß 

9?j == fiJt — (p 



nrt^—ß ß 



SO dass man, beide Fälle umfassend, auch schreiben kann: 



ntt±ß 8 

J ^9 —J ^9>i 



Hierdurch ist das Integral mit beliebiger Amplitude auf das 
vollständige Integral K und ein Integral, dessen Amplitude 

zwischen und ^ liegt, zurückgeführt. 

Setzt man jetzt: 

dqp,_ 



jd(pt 



• u, also ß = amu, 



so ist 



folglich 



oder 



n7t±ß 



^^ + ß === am {2 nK + u) 



am (2 nK +u)^=^njt^amu = 2n'amK+amUf 
oder auch, weil am (—;?) = — am ^ ist, 

am {u + 2nK) = amu + nn. 
Die vorstehenden Betrachtungen setzen uns in den Stand, 
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Abschn. II. Von der Periodicität der ellipi Functionen. § 7. 21 

von dem Verlaufe der Function Amplitude, wenigstens für 
reelle Argumente, eine Vorstellung zu gewinnen. Betrachtet 
man die Werthe von am u als die Ordinaten einer Curve, 
deren Abscissen die zugehörigen Werthe von u sind, so ent- 
sprechen den Abscissen 0, K, 2K, SK, 4:K, etc. die Ordi- 

1f *l ■TT 

naten 0, — , tt, -^, 2n, etc. Die zugehörigen Puncte der 

Curve, Ä, Bj C, D, E etc. (Fig. 2) liegen daher auf einer 
durch den Anfangspunct A gehenden Ge- Fig. 2. 

raden. Da nun femer 'f^^ = ^ am u -^ 




ist und daher für w = und = K die 

Werthe 1 und Ä' annimmt, so steigt die ^^ 

Curve im Puncte Ä unter einem Winkel ^ K zK oK. ^ 

von 45^ an und vermindert allmälig ihre Steigung, bis im 

Puncte S die Tangente ihrer Neigung gegen die Abscissen- 

axe gleich H geworden ist. Alsdann folgt aus der Gleichung 

am (2 ÜT — w) = nr — am w, 
dass das Stück BC dem Stücke AB congruent ist, nur eine 
umgekehrte Lage erhalten hat, und aus der Gleichung 

am (2 iT + «i) = nr + am t*, 
dass die Curvenstücke CDJS? und ABC gleichliegend con- 
gruent sind. In dieser Weise setzt sich die Curve nach bei- 
den Seiten ins Unendliche fort. 

Die Periodicität der elliptischen Functionen folgt nun 
aus dem Vorhergehenden unmittelbar. Denn da 

sin (^am u + 2jt) = sin am u 
und 

am w + 2:;r = am {u +;4:K), 
so folgt 

sin am {u + 4:K) = sin am u\ 
Also: Die elliptischen Functionen bleiben unver- 
ändert, wenn man ihr Argument um die Grösse 4jK' 
vermehrt oder vermindert. 

Aus denselben Betrachtungen folgt aber auch, weil 
sin (gj + jr) = — sin (p 
ist, sogleich 

sin am (t* + 2 X) = — sin am u, 
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22 Abschn. II. Von der Periodicität der ellipt. Functionen. § 8. 

und wendet man dies auch auf Cosinus und Delta an, so er- 
hält man vollständig die Formeln 

Ismam{u+4:K)=&inamu, sin aw(w+2jK') = — sin am w, 
G0samlu+4:K) = cosamu, Gosam{u+2K)=^ — cos amu, 
J am {u+4E)=s^ amu, J am(u+2K) = J amu, 
aus denen f ür w = 

sin am 4Z' = 0, sin am 2 JE" == 
cos am 4:K = 1 , cos am 2K = — 1 
^am4J^=l, Jam2K= 1 
folgt. 

Die Periode der elliptischen Functionen ist, wie man sieht, 
nicht eine absolute Zahl, wie die der trigonometrischen Functio- 
nen, sondern hängt von dem Modul ab. Ist daher der letz- 
tere nicht Je sondern k\ so ist auch der Index der Periode 
nicht 4Jr, sondern 4t K\ Also hat man z. B. 

sin am (u + 4 JE"', Je) = sin dm {u, Je). 
Es verdient ferner hervorgehoben zu werden, dass, wenn man 
überall nach dem kleinsten Werthe des Periodicitätsindex fragt, 
dieser sich für die Functionen tg am u und J amu nur halb 
so gross, wie der der allgemeinen Periodicität, ergiebt, näm- 
lich 2 JE", indem man nach (10) hat: 
tg am (u + 2K) ^= tg am u, J am (u + 2K) ^= J amu. 

§8. 

Die elliptischen Functionen besitzen ausser dieser reellen 
Periode noch eine zweite, eine imaginäre. Um diese zu er- 
mitteln, müssen wir zuerst die elliptischen Functionen mit 
rein imaginärem Argumente auf die Form complexer Grossen 
bringen. Zu dem Ende nehmen wir in dem Integral 






die Amplitude imaginär an und setzen 

sin g? = i tg ^ 5 
dann wird 

(11)...C0S9 ^., Jg,=.riEI!^I = ±(^JÜ^ 

^ ^ ^ COS rf) ' ^ cos 'tf} cos i^ ' 
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Absclm. IL Von der Periodicität der ellipi Functionen. § 8. 23 
mithin ; da auch tß und q) gleichzeitig verschwinden, 






d^ *) 



Setzt man nun 



/■ 



^^|^ = M, also ^ = a»»(M,Ä'), 



so wird 



J- 



— ^ = i u, also q) = am (iw), 



und substituirt man dies in die Formeln (11), so ergiebt sich 
sin am iw = i tg am {u, k') 



1 
cos am tu = ^ — j^. 

cos am (u, k ) 

^ am tu = ' 



(12) 



COS am (w, Ü) 

Diese Formeln zeigen ein merkwürdiges Verhalten der ellipti- 
schen Functionen: während nämlich die trigonometrischen und 
Exponentialfunctionen für imaginäre Argumente in einander 
übergehen, verwandeln sich die elliptischen Functionen für 
imaginäre Argumente in ebensolche Functronen, deren Modul 
jedoch das Complement des ursprünglichen Moduls ist. 



*) Ueber die nähere Bedeutung eines Integrals mit imaginärer 
Variable verweisen wir auf den Anhang. Vorläufig sei Folgendes be- 
merkt. Setzt man sin 9 = a; und sin '^ = t/, so lautet die angewendete 
Substitutionsformel 



• * ■:rr=^ 



Nimmt man nun y reell und kleiner als 1 an, so ist x rein imaginär von 

der Form iz, und z durchläuft alle reellen Werthe von bis ,, • 

Vi — y* 
Die Rechnung zeigt dann, dass das gegebene Integral, nämlich 

/ ' dx ^ . /^ dy 



übergeht. Das Integral wird demnach ebenfalls rein imaginär, und 
zwar gleich i, multiplicirt mit einem reellen Integral, in welchem die 
Variable alle reellen Werthe von bis y durchläuft. 



Digitized byLjOOQlC 



24 Abschn. II. Von der Periodicität der ellipt. Functionen. § 8. 

Aus den Formeln (12) ergiebt sich nun die zweite imagi- 
näre Periode der elliptischen Functionen. Da nämlich die 
rechten Theile dieser Formeln den Modul Ti haben, so bleiben 
sie wegen der reellen Periodicität unverändert, wenn man in 
ihnen u+_4:K' statt u setzt. Thut man di§s, so erhält man 

sin am {iu + 4ijK"') = i tg am (w, Ic) = sin am iu 

cos am {iu ± UK') = ,^3;J(^^jb-) = ^^« «^ *'^ 

d am {iu + AiK') = iZj^ll^l =Jam iu. 
^ — ^ cos am (14, A;) 

Setzt man also wiederum u statt iu^ ^o ergiebt sich 

Isin am {u + 4iK') = sin aw m 
cos am (u + 4iK) = cos am u 
^ am {u + 4f JST') = ^ amu . 

Der Index der imaginären Periode ist also 4:iK\ 
wenn der Modul 1c ist, und daher 4:iKy wenn der 
Modul h' ist. 

Setzt man ebenso in den Formeln (12) u + 2K' statt u 
und verfährt auf dieselbe Weise wie vorher, so erhält man 
mit Berücksichtigung der Formeln (10) 

IBia^m {u + 2iK') = sin am u 
cos am {u + 2iK') = — cos am u 
J am {u + 2iK') = — J amu. 
Daraus ergiebt sich für w = 

sin am 4iZ'' = 0, sin am 2ijK'' = 0, 

cos am 4iK' = 1 , cos am 2iK' = — 1 , 

^ am 4iK' = 1 , ^ am 2iK' = — 1 . 

Endlich kann man die beiden Perioden auch mit einander 
verbinden, indem man in den Gleichungen (13) und (14) 
aufs neue resp. u-^AK und u+^2K statt u setzt, dann 
erhält man 

sin am {u + ^K + 4:iK') = sin am u 
cos am (u + 4iC + 4iK') = cos am u 
^ am {u + 4K + 4iK*) = ^ amu 
sin am (u + 2K + 2iK') =^ — sin am w 
cos am (u + 2K + 2iK') = + cos am u 
J am{u + 2K ±^2iK') =^ — J amu 
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und dann für m = 

sin am (4ir4:4:iJr) = 0, sin am (2 K ±2iK) =^ 0, 

cos am l4:K + 4iK) = 1 , cos am l2K ± 2iK') = 1, 

J am(4:K + 4iS:) = l, ^ am{2K±2iK^^ - 1. 

Dabei sind noch zwei Bemertungen zu machen. libenso wie 
nämlich in der Trigonometrie bei der Tangente der Index der 
Periode halb so gross ist wie bei den übrigen Functionen, so 
haben auch hier ausser den ^allgemeinen Perioden 4 JE, 4iif, 
4ir+4ii^' die Functionen Tangens Amplitude und Delta 
Amplitude noch die Periode 2Ky Sinus Amplitude noch die 
Periode 2iK' und Cosinus Amplitude noch die Periode 2jK" + 
2 iE!. Die kleinsten Werthe für die Periodicitätsindices der 
einzelnen Functionen sind demnach folgende: 
für sin am m • • • • 4 JST • • und 2iK^ 

- cos am «i ..•• 4jK: . . - 2Jr+2iJr, 

- ^ amu ' ' ' * 2K - 4iÄ', 
ig am M • • • • 2K - 4ijr. 

Zweitens ist darauf aufmerksam zu machen, dass wir hier für 
gewisse imaginäre Argumente negative Werthe der Function 
z/ am u erhalten. 

§9. 

Wir wollen nun zunächst die gewonnenen Resultate auf 
die Pendelaufgabe anwenden. Aus der Gleichung (6) § 6 
sin ^tß = sin ^a sin q) 

folgt, dass für den Werth ^ von g?, ^ den Werth a annimmt; be- 
zeichnet nun T den Zeitraum, der verfliesst, während ^ von 
bis a wächst, d. h. während daa Pendel sich aus der Vertical- 
linie bis zu seiner grössten Ablenkung bewegt ; mit andern Worten, 
bedeutet T die halbe Schwingungsdauer, so erhält man aus (7) 



2 

9 



y'^l^-^-y 



Dieser Ausdruck zeigt, dass die Schwingungsdauer nicht von 
der grössten Ablenkung unabhängig ist, sondern vielmehr mit 
derselben wächst, wie dies mit der Erfahrung übereinstimmt. 
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26 Abschn. II. Von der Periodicität der ellipt Functionen. § 10. 
Setzt man nun in der Formel (8) 

so erhält man 

sin ^ ^ = sin \ a sin am -^ t. 

So oft nun die Zeit um T wächst, wächst das Argument der 
Amplitude um K. Daher entsprechen 

den Werthen 0, T, 2T, ST, 4r, etc. von t 

resp. die Werthe 0, K, 2K, 3K, 4Ky etc. von ^-t, 

und die Werthe 0, a, 0, — a, 0, etc. von ^. 

Zweien Zeiten femer, welche um 2T aus einander liegen^ 

entsprechen zwei Werthe von jf t^ die um 2K von einander 

verschieden sind. Ihnen gehören also zwei gleiche und ent- 

gegengesetzte Werthe von sin am ^ t und daher auch zwei 

gleiche und entgegengesetzte Werthe von ^ an. Ebenso ent- 
sprechen zweien Zeiten, die um AT aus einander liegen, zwei 
gleiche Werthe von ^. 

§ 10. 

Wir gehen nun dazu über, diejenigen Relationen zwischen 
elliptischen Functionen aufzusuchen, welche den trigonome- 
trischen Formeln 

sin [^ — 9) = cos g?, cos (f — 9^} == sin q> 

analog sind. Dazu bedürfen wir einer Transformation, die, wie 
wir später sehen werden*), mit der Substitution sin 9? = i tg ^ 
aus derselben Quelle fliesst. 



Wir setzen jetzt in dem Integral 1 ^ 
(15) . 



sin g? = ^ !J| , dann folgt 

k' sin tp ^ k' 

, Ä'* sin t^ , , 
COS (pd(p = 2^ dt] 



•) Vgl. Abschnitt V. 
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Abschn. II. Von der Periodicität der ellipt. Functionen. § 10. 27 

mithixi 

dq) dip 

Jq> J^ 

Da aber jetzt ^ = |^ für 9? = wird, so erhält man: 

<p \U 2 2 yj 

/ 'dcp _^ rdil> ^^ rdtp ^^ rd^lJ _ rd^ 



also 



Setzt man nun 



/^9 ___ ^ iAje, 



J ^ 



I — ^ = t^, also if; = am Uj 


so ist 



./ 



-^= JT — w, also q) = am{K — u\ 


und substituirt man dies in die Formeln (15), so ergeben sich 
die Relationen: 

/TP- \ cos am u ^j-r ^ ä;' sin am« 

Ä' 1 ^ ^ 

^ am (K — u) = --: 

Jacdbi hat für die Function am {K — u) noch eine andere 
Bezeichnung eingeführt. Weil nämlich die Grösse K sich zu 

einem beliebigen Argument u ähnlich verhält, wie -^ zu einem 

beliebigen Bogen 9?, so hat Jacohi die Amplitude von K — u 

das Complement der Amplitude von u oder dieCoamplitude 

von u genannt und demgemäss gesetzt " 

am {K — u) '= coam u. 

Mit dieser Bezeichnung kann man die vorigen Formeln auch 

so schreiben:. 

cos am u Jd sin am u 

sm coam u = \ , cos coam u = " , 

J amu ' J amu ^ ^ 

Tc 

A coam u = -; 

J amu 

Man konnte aus diesen Formeln, indem man u =^0 setzt, 

die Werthe von sin am K, cos am K^ j am K nochmals ab- 
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leiten. Da wir aber diese schon kennen, so wollen wir, m- 
dem wir «* = y setzen, die Werthe der elliptischen Functionen 
für dieses Argument ermitteln. Man erhält dann 



^ cos am Y 
sm am — = — 



K ^ 



X k' sin am 
cos am -X- = — 



J am 



K 
2 

K 9 



J am -^ = 



J am 



und daraus 

K 
sm am — = 



cos am 



am— = Vk\ 



also auch 



tg am f=/Jr, 

amy = arctgj/^. 

Aus den Formeln (16) ergeben sich sogleich die ent- 
sprechenden für K -\' u, wenn man — u statt u setzt; führt 
man ausserdem noch u -- K statt K — u ein, so ergiebt sich : 



(17) 



f . f \ Tr\ , cos aW » 

sm am (m + jS:) = + .^^^^ 

/ I r^ -7- Ä' sin am » 

COS amiu + K) = -\ 

\ ^1^ y » J amu 

^ am (u + K) == -{- 



J am u^ 

worin die oberen und unteren Zeichen einander entsprechen. 
Wendet man nun diese Formeln nochmals an und zieht auch 
die Formeln (12) zu Hülfe, so erhält man Ausdrücke für die 
elliptischen Functionen der Argumente iu -{- K, u -{- iK, 
u + K + iK und iu + K + iK. 

Setzt man zuerst in (17) iu statt u und wendet (12) an, 
so erhält man 

sin am\iu + ^) ' 



(18) 



cos am {iu ^K) 

d am {iu + K) -• 



^ ^ am (w,* k') 
-j- i k' sin am (u, Je) 
"•" /i am («, W) 



+ 



fe' cos am (ti,Ä;') 



d am {u, k') 
Setzt man ferner in (12) u + K statt u und wendet (17) an, 
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indem man K mit Ky also auch A; mit Ü vertauscht, so erhält 
man: 

/ . I • TTTv i coß am {u, Ic) 

sm am (lu + iK) = — ^-^ r^-Tn 

^ -^ ' Ä; Bin am (», k) 

COS am (tu + iK) = + tt-- / it. 

^ -^ ^ ' Ä; Bin am («, Ä; ) 

^ -^ ^ ' Bin am (t*, ä ) 
Drückt man aber wiederum mittelst (12) die elliptischen 
Functionen mit dem Modul V durch solche mit dem Modul h 
aus, und setzt alsdann u statt ^M, so erhält man 

sin am (u + iK) = + -r—- 

^ -'- ^ ' Ä; Bin am tt 

cos am (u + *a ) = + ■^ — -. 

^ -^ ^ • ÄJ Bin am w 

jd am{u + iK) = + i cotg am u. 

Setzt man in diesen Formeln u = 0, so ergiebt sich, dass die 

Ausdrücke 

sin am (+ iK), cos am {+ iK), ^ am (+ iK) 

unendlich gross sind. 

In den vorigen Formeln substituiren wir nun wieder 

u-^ K und u — K statt w, dann ergiebt sich mit Hülfe 

von (17) 

sin am (w + -K" + iK) = + r 

^ ' -^ ' ' a; cofi am u 

cos dmiu-i- K + iK) == + ^ — 

^ ' -^ ^ ^ k cos am u 



und 



zi am (w + Z" + ^^) = i ^*' *g ^^ ^ 

sm am (ti - IT + . ZO = - ^^^5^^ 

cos am. {u-K±iK)==± j-^^^ 
J am(u — K +'iK) = + ik' tg am u 
woraus f ür w == folgt 

sin am {K + iK) = y 



cos am (Z" + iK) = -f- ^ 



(19) 



^ am (JT + iK) = 

Es ist also K -{- iK, abgesehen von den Perioden, derjenige 
Werth von u, für welchen J amu verschwindet. 
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Endlich setzen wir noch in den beiden letzten Formel- 
systemen iu statt u, und wenden wieder (12) an, so er- 
giebt sich: 

sm am {%u + K +^ iK) = -\ jT 

/ • \ -er \ ' Tr'\ -r- *^' COS am (Uy Je) 
cos am [tu -j- K + %K ) = H -r-^-^ — - 

J am (iw -|- JST + iK) c= iji i' sin am (u, Je) 
und 

sin am {iu ^K±iE')=- ^^^!^pll 
cos am {in ^K±iK) = ± ^^' <^os am (u^ Je') 
^ am (iu — Ä' + iK') = ip ^' sin am {u, h'). 

Vergleicht man diese grosse Menge von Formeln mit den 
beiden ihnen entsprechenden trigonometrischen^ so lässt sich 
der Reichthum von analytischen Beziehungen nicht verkennen, 
den die elliptischen Functionen darbieten. 

Eine Eigenthümlichkeit, die diese Formeln zeigen, ver- 
dient noch besonders hervorgehoben zu werden, nämlich die, 
dass überall die Ausdrücke für Sinus, Cosinus und Delta bei 
allen drei Functionen denselben Nenner haben, abgesehen von 
einer Constanten. Dies ist natürlich nicht zußLllig, sondern 
hat darin seinen Grund, dass die drei Functionen Sinus, 
Cosinus und Delta gleichzeitig unendlich werden, wie aus den 
Formeln 

cos^ 9? = 1 — sin^ 9?5 J'^q) ^=^1 — Ä^ sin^ q) 

leicht erhellt, nämlich, wie wir oben fanden, für die beiden 
Werthe 

w = + iE. 

Ausserdem haben obige Formeln als Transformations- 
formeln grosse Bedeutung, weil man mit ihrer Hülfe durch 
Substitution der Argumente w -|- JST, «^ + iK\ etc. an Stelle 
von u leicht von einer elliptischen Function zu einer andern 
übergehen kann. 
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Dritter Abschnitt. 

Von der Reduction der elliptischen Integrale auf die 
Normalform. 

§11. 
Die Einführung der elliptisclien Functionen durch Um- 
kehrung des elliptischen Integrals beruht, wie wir gesehen 
haben; wesentlich auf einer gewissen einfachen Form des 
letzteren, die man die Normal form nennt, nämlich die 
Form 

^1— Ä;«8in«qr '^/^ 



/. 



Wir haben ferner in dem Beispiele von der Bewegung des 
ebenen Pendels gesehen, dass das elliptische Integral sich 
nicht immer von selbst in der gewünschten Form darbietet, 
sondern erst durch geeignete Substitutionen auf dieselbe zurück- 
geführt werden muss, und dass dann die Substitutionsformel 
von der grössten Wichtigkeit ist, indem z. B. bei der Pendel- 
aufgabe von ihr der Ausdruck, durch welchen die Ablenkung ^ 
durch die Zeit ausgedrückt wird, abhängt. Es ist daher nun 
von Wichtigkeit, zu zeigen, dass und wie man jedes beliebige 
elliptische Integral auf eine oder mehrere von drei bestimmten 
einfachen Formen reduciren kann, die man nach Legendr e 
die elliptischen Integrale der ersten, zweiten und 
dritten Gattung nennt. Das bis jetzt betrachtete Integral 



/ 



dfp 



Kl -Ä;* sin« 9 ' 

durch dessen Umkehrung die elliptischen Functionen ent- 
standen, bildet die erste Gattung. 

Aus der Integralrechnung ist bekannt, dass man das 
Integral einer jeden algebraischen rationalen und jeder solchen 
irrationalen Function, die auf ihre einfachste Gestalt ge- 
bracht, nur die Quadratwurzel aus einem Ausdrucke des ersten 
oder zweiten Grades enthält,* auf algebraische, cyclometriscfie 
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Functionen oder Logarithmen zurückführen kann, üeber- 
steigt jedoch die Grösse unter dem Quadratwurzelzeicheu 
den zweiten Grad, so ist die Reduction auf die genannten 
Functionen nicht mehr möglich, vielmehr hat man es dann 
mit wesentlich neuen Functionen zu thun. El lipt ische 
Int egrale ^ imj we itesten Sinne des Wortes genommen,, iiennt 
ma n nun^ die In tegrale solcher algebraischer irrationaler 
Functionen ,^ die e i n e Quadratwurzel aus einem Ausdruck 
entweder des dritten oder des vierten Grades enthalten. 
Wir werden später sehen, dass der erstere Fall, wenn das 
Radical vom dritten Grade ist, sich als ein spßcieller Fall 
davon, dass es vom vierten Grade ist, ansehen lässt. Be- 
zeichnet man daher mit B eine Wurzelgrösse vierten Grades 

R = j/Äx^ ^ Bx^ + Qx^ + Dx + E, 
und mit f eine algebraische rationale Function, so ist 

ff(x,B)dx 

die allgemeinste Form eines elliptischen Integrals. 

Bezeichnen nun M, M, M\ , P, Fy F% 

rationale Functionen von Xy so ist 

P + P' Ä + P" jB* + P'" E^ + "'~ 

die allgemeinste Form der Function /", die sich, weil sämmt- 
liche geraden Potenzen von B rationale Functionen von x 
sind, und sämmtliche ungeraden Potenzen von B sich als 
Producte aus B in rationale Functionen von x darstellen 

lassen, auf die Form 

m + m'B 
P+P'B 

reducirt, worin m, m', p, p wiederum rationale Functionen 
von X bedeuten. Jedes elliptische Integral lässt sich hienach 
auf die Form 



/ 



p+pB 

bringen. Multiplicirt man den in diesem Integral ent- 
haltenen Bruch im Zähler und Nenner mit p — pB, so er- 
hält man 



j 



"mp — m' p' B* + (»«' p — mp')B ■, 
p^-p'^B^ ^^' 
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Setzt man aber 

mp — m piR^ j m p — fnp' ^ 

—pi^zr^E^ —^> pt - _p'« Ri =^^ 

SO sind L und N wiederum rationale Functionen von x, und 
es wird 

ff {x, B) dx = fhdx + CNHäx. 

Hiernach zerlegt sich ein elliptisches Integral im Allgemeinen 
in zwei Theile, von denen der eine, j Ldx, da er ein 

Integral einer rationalen Function ist, durch eine algebraische, 
eine cyclometrische Function, oder einen Logarithmus aus- 
gedrückt werden kann, der andere, j NRdx^ dagegen ein 

elliptisches Integral ist. Natürlich wird es häufig vorkommen, 
dass die Function L Null ist, sodass alsdann der Theil des 
Integrals, der nicht elliptisch ist, verschwindet. Wir haben 
es nun bloss mit dem zweiten Theile zu thun, der sich auch 



ß 



schreiben lässt, oder wenn maü 

Nm = F{x) 
setzt, die Form 

'F(x)dx 



I 



R 

hat, wo jetzt F(a?) eine algebraische rationale Function 
von X bedeutet. 

Von der Jjesrhaffpnheit der Function F(x} hängt es nun 
ab, welcher der drei Gattungen das elliptische Integral an-^ 
gehört, und^es sei darüber gleich so viel bemerkt, dass, wenn 



"ÖTe" Function F nur eine Constante ist» man .die_ erste 
Gattung* .erhält penlhäit aber F(x) wirklich x, so wird man 
auf" die zweiFe oder dritte Gattung geführt; es kann aber 
auch der Fall eintreten, dass das Integral aufhört, ein 
elliptisches zu sein. 

§ 12. i 

len Fall, dass F(i 
ist, beschäftigen uns also mit dem Integral 



Wir behandeln zuerst den Fall, dass F(x) eine Constante / p / 



/dx ^ r 



+ Bx^ +Cx'' + Dx-\-E 

Duröge, ellipt. ITunctionen. 3. Aufl. 3 



dx ' '■. .S , / l tv^ 

/ 



'i ^ 
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Stellt man die Gleichung 

m = o 

auf, so hat dieselbe, da sie vom 4*^" Grade ist, entweder 4 
reelle, oder 2 reelle und 2 imaginäre, oder 4 imaginäre 
Wurzeln. Wir nehmen diese Wurzeln als bekannt an und 
bezeichnen sie mit 

wobei in dem Falle, tlass imaginäre Wurzeln vorhanden sind, 
p dem q, und 7t dem x conjugirt sein möge. Es sei ferner 

{x — p) (x — q) (x — 7t) (x — x) = B!\ 
also auch 

Wie auch die Wurzeln beschaffen sein mögen, man kann 

stets i?'2 in zwei reelle quadratische Factoren zerfallen, also 

setzen 

JR'2 = |-(^ _ ^y ^ ^-j [-(^^ _ ^)2 ^ <j,j^ 

Durch die Wurzeln ausgedrückt, ist dann 

{x — my -}- n = (x — p) {o(^ — q), ' 

(x — "^y -\- V =^ {x — 7t) (x — x), 



woraus 



(1) 



p + q ST + X 



folgt. Daraus geht hervor, dass m, n, ft, v in der That reell 
sind, und ferner, dass n und v negativ oder positiv ausfallen, 
je nachdem resp. jp, q und jr, x reell oder imaginär sind. 

Die erste zu erfüllende Forderung ist nun die, den Aus- 
druck ü'2 in einen ähnlichen umzuformen, der aber die un- 
geraden Potenzen der Veränderlichen nicht mehr enthält. 
Dies kann auf sehr verschiedene Weise und namentlich durch 
Substitutionen von sehr verschiedener Ordnung geschehen. 
Wir wollen hier nur eine Substitution der ersten Ordnung, 
und für d^ Fall, dass alle vier Wurzeln reell sind, ihrer 
häufigen Anwendung wegen, im Abschnitt V. eine Substitution 
der zweiten Ordnung benutzen. Dabei folgen wir dem von 
Richelot in der Abhandlung: „üeber die Substitutionen der 
ersten Ordnung und die Umformung der elliptischen Integrale 
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in die Normalform" (Crelle's Journ. Bd. 34) eingehaltenen 
Gange. 

Setzt man 

x — m ^r — sy ™ 

X — IL Q — ay* ^ ^ 

so hat man 4 Grössen, r, 5, q, c, über die man so verfügen 
kann, dass der Ausdruck JB'^, durch y ausgedrückt, die un- 
geraden Potenzen von y nicht enthält. 
Aus (2) folgt zunächst 
x — m ^^ r — sy ^ x— ji ^^ Q — oy /qn 

m — /LI p — r — (<j — s)y' m — ^ q — r~(<r — s)y^ ^'^ 
und hieraus 

JJ'2 = (w — ^)« (r — syY +^n [ p — r — (<y — s)y]« ' 
[9 — r-(ff-s)y]2 
(w — |[i)» ( g — gy)« + y [g — r ~ ( g — 8)yP 
[p — r — (g — s)yp 

Soll nun in. beiden Factoren das in y multiplicirte Glied ver- 
schwinden, so erhält man zur Bestimmung von r, s, (), 6 die 
Gleichungen 

(m- iiyrs + n{Q-r){0 — s)==0\ _ , 

(m — fi)2 ()(?-+ 1/ (p — r) (<y — 5) = OJ ^ ^ 

Da dies nur zwei Gleichungen sind, so bleiben zwei der zu 
bestimmenden Grössen willkürlich. Wählt man die Verhältnisse 

- und — als die durch die Coefficienten des Ausdruckes JR'^ 
Q a 

auszudrückenden Grössen, so ergiebt sich aus (5) durch 

Division 

f^ s n 

p g v' 

und da man die zweite der Gleichungen (5) schreiben kann 

wenn man den eben gefundenen Werth von - . - substituirt, 

^ (f + g) "" ^^^ - iiy + n + V. 
Alsdann folgt sogleich r " * (") 

V (-— ^\ =± >/[(m -'|ip -f-^ +W— 4wi/ 
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wodurch ^ und - im üebrigen eindeutig bestimmt sind, nur 
dass es willkürlich bleibt, ob man die Differenz 



a 

r 
9 



positiv oder negativ, d. h. - > oder < - nimmt, wodurch 

die Werthe dieser Grössen nur mit einander vertauscht werden. 

Ob aber die Substitution auch reelle Werthe für - und - 

Q a 

liefert, hängt davon ab, ob der Ausdruck 

[(w — f*)2 + n +v]^ — 4ni/ = Wj 

den wir der Kürze wegen mit W bezeichnen, positiv ist oder 

nicht. Nun erhellt zuerst, dass W positiv wird, wenn eine 

der Grossen n und v positiv und die andere negativ ist. 

Dieser Fall tritt aber ein, wenn die Gleichung iJ'^ = zwei 

reelle und zwei imaginäre Wurzeln hat. Giebt man femer 

der Grösse W die Form 

• TT = [(m — fi)2 + w — i/]2 + 4 (m - ft)2 . v , 

so sieht man, dass sie positiv wird, sobald nur v positiv ist, 
d. h. sobald die Gleichung R"^ = überhaupt ein Paar 
imaginärer Wurzeln hat, gleichviel ob das andere Paar reell 
oder imaginär ist. Wenn also imaginäre Wurzeln vorhanden 
sind, erweist sich die Transformation stets als reell. Für den 
dritten Fall der Realität aller vier Wurzeln endlich sind n 
und V beide negativ, und dann kann man W in zwei reelle 
Factoren zerlegen, indem man 

W= [(m— fA)2 + n + v+2i/nv\ [(m— fi)2+n+t/ — 2 ]/nv] 

erhält. Prückt man aber dies durch die Wurzeln der 
Gleichung JJ'^ = den Formeln (1) gemäss aus, so erhält 
man 

= (p - «) (g — ;r) (p — ;r) (g — x). 

Dieser Ausdruck kann nun durch zweckmässige Anordnung 
der vier Wurzeln stets positiv gemacht werden. Des Folgen- 
den wegen wird es zweckmässig sein, dies etwas näher zu 
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untersuchen. Es leuchtet ein, dass TT in folgenden vier Fällen 
positiv wird: 

1) Wenn p und q beide grösser als % und % sind,- 

2) „ P V a » kleiner „ ;r „ x „ 

3) >? P )} Q. )) zwischen 7t und x liegen , 

4) „ Ä „ X „ „ P ,; q ,; . 

Der gemeinsame Charakter dieser vier Anordnungen lässt 
sich dahin aussprechen, dass ,sowohl p und q als auch sr und x, 
je zwei der Grösse nach auf einander folgende Würzein 
sein müssen, wenn man auch die grösste und kleinste Wurzel 
als aufeinander folgende gelten lässt, indem man nämlich 
annimmt, dass man durch das Unendliche hindurch entweder 
von der grössten zur •kleinsten in fortwährendem Zunehmen 
oder von der kleinsten zur grössten in fortwährendem Ab- 
nehmen fortschreitet. Hält man dieses fest und bemerkt zu- 
gleich, dass die drei letzteren Anordnungen aus der ersten 
durch cyclische Vertauschung entstehen, so kann man leicht 
sämmtliche Anordnungen, in depien TT positiv wird, aufstellen. 
Es giebt zunächst, wie leicht zu sehen, vier Anordnungen, 
bei welchen p und q beide grösser als ä und x sind, nämlieh, 
wenn man die Wurzeln ihrer Grösse nach hinter einander 
setzt, mit der grössten beginnend, die folgenden: 

p q Jt x^ p q X Ttj qpjtx^ qpx)jt. 

Aus diesen erhält man dann durch cyclische Vertauschung 
die sämmtlichen Anordnungen, bei denen der Ausdruck W 
positiv wird, nämlich die folgenden 16: 



1) 



p qicx 
q Tt xp 
7t xp q 
xp q % 



2) 



p qxTt 
qx 7t p 
X 7t p q 
7t p q X 



3) 



qp 7t X 
p 7t X q 
7t X qp 
X qp 7t 



4) 



qpxTt 
p X 7t q 
X 7t qp 
7t qp X. 



Dabei ist zugleich ersichtlich, dass die Gruppen 3) und 4) aus 
den Gruppen 1) und 2) entstehen, wenn man die Grössen 
gerade in umgekehrter Ordnung nimmt. 

In den noch übrigen möglichen 8 Anordnungen, bei 
welchen die Wurzeln jp, q und jr, x in einander geschoben 
erscheinen, wird W negativ; es sind die folgenden: 
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38 Abßchn. III. Von der Eeduction der ellipt. Integrale etc. § 12. 



p 7C qx 


Ttpxq 


% q 71 p 


p X qjt 


q xp Jt 


X q jt p 


xp Ä q 


qjtpx 



Auch hier entsteht die zweite Gruppe aus der ersten durch 
Umkehrung der Reihenfolge der Grössen. 

Nachdem wir die üeberzeugung gewonnen haben, dass 

man mittelst der Formeln (6) die Verhältnisse - und - stets 

reell aus den gegebenen Coefficienten des Ausdrucks 2?'^ be- 
stimmen kann, nehmen wir nun die Grössen r, q, s, 6 als 
bekannt an (zwei derselben bleiben natürlich willkürlich) und 

fuhren die Reduction des Differentials t, zu Ende. Man be- 

merke dabei, dass von den beiden Factoren, welche den Aus- 
druck (4) für R^ bilden, der zweite aus dem ersten entsteht, 
wenn man die lateinischen Buchstaben mit den griechischen 
vertauscht. Setzt man nun der Kürze wegen 

so erhält man, da r, (), s, 6 so bestimmt sind, dass die erste 
Potenz von y verschwindet, für den ersten Factor 

N'^ lix — mf + n] = (m — |Lt)2 r2 + w ((> — r)'' 
oder, wenn man für n den aus (5) gezogenen Werth 

substituirt, 

^(m- (ly ^r'{a-s)-js(e-r) _^ p»(g -r)- ni (o- 5)1 ,j 

= im- t^y (rs - qs) y^^ -^^ y^\ ■ 

Durch Vertauschung der lateinischen mit den griechischen 
Buchstaben ergiebt sich daraus sogleich für den zweiten 
Factor: 

N2 [-(^ ^ ^)2 + ^] = (^ _ ^)2 (ra ~ Qs) {^ - ^2/1- 
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Setzt man üun 

SO erhält man 

Durch Dififerentiation eiues der beiden Ausdrücke (3) folgt 
ferner: 

dx = {m- ii) i^-zJ!LiT^oy)-sJi>-r- [orzi\ y) ay 

, . ra — OS j 

= (m — ^)--^.^ dy, 

mithin 

dx 1 dy 

ä" — ^Z Kf^ - My^y\r -^ MY) ' 
Nachdem hiedurch das Radical für alle Fälle in seine zwei 
reinen quadratischen Factoren zerfällt ist, kann dasselbe, je 
nachdem alle vier Wurzeln, oder nur zwei, oder keine reell 
sind, in eine der Formen 

y'cfi^Mi-ÄV), j/(i^«^)(i+A^, /(r+?)"(i+A^^) 

gebracht werden. Nämlich setzt man 

xy' = ^'' (») 

so erhält man 

dx 1 dy 



y(i-f,.)(,_-V) 



J^ dz 

VämT 



y(>-")('-^''') 



Setzt man daher auch noch 

so wird 

dx 1 dz 

^ ~ Vaml' ' V{i — ^ "(H^^l«?} ' 

Allein wie aus (9) erhellt, ist diese Reduction nur reell, 
wenn Z und üf gleiches Zeichen haben, und wenn auch die- 
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ses der. Fall ist, so wird doch Tc imaginär, wenn L' und M' 
von verschiedenem Zeichen sind. Nun ergiebt sich aber aus 
(8) mit Rücksicht auf die Gleichungen (5) 

ML = ~n, Mr = — v. 
Mithin haben Jtf, L gleiches Zeichen, wenn die Wuirzeln p 
und g reell sind, und ebenso sind M\ II von gleichem Zei- 
chen, wenn it und x reell sind. Die vorstehende Trans- 
formation ist also reell, wenn alle vier Wurzeln reell sind. 
Sind zweitens j) und g reell, dagegen % und x imagi- 

när, so ist -j- positiv, daher reell, aber jr negativ. Setzt 
man daher 

so wird für den Fall, dass nur zwei Wurzeln reell sind, 
dx 1 dz 

•R ~ Vaml' K(i — z^) (i + ^2^2) • 

Sind endlich drittens sowohl p und q als auch n und x ima- 

M M' 

ginär, so ist sowohl -^^ als auch -^ negativ. Dann setze man 

wodurch man 

dx 1 dz 



erhält) oder wenn man 

(10) w = ^' 

setzt, für den Fall, dass keine Wurzel reell ist, . 

dx 1 dz 

•ß ~" K— AML' K(l + z^) a + X^z^) ' 
Jede dieser drei Formen geht nun in die gemeinschaft- 
liche Normalform 

dq> 
Vi — h^ 8in2 97 
über, wenn man 

im ersten Falle z = am tp 
im zweiten „ g = cos 9? 
im dritten „ jg? = tg 9 
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Abschn. III. Von der Reduction der ellipt Integrale etc. § 12. 4t 

setzt. Die Substitution s = sin q) des ersten Falles ist schon 
§ 3 erwähnt worden; sie giebt 

dx 1 drp 

"^ ~ VÄMV KT— y^ämT^ * 
Im zweiten Falle erhält man 



dz 



^____. _d<p, yT+ P ^^= ^I + A^ — P sin^ 9 



mithin y wenn 



= /r+p/l-^sin>, 



V M'L _jj., 



1 + i« ~ MV—JirL 
gesetzt wird, 

dx 1 drp 

Im dritten Falle erhält man durch z = ig€p 

-JL= = -^^ , }/i~+pj^. = - ^- /r - (i -Tx-^ysin^ 9 ; 

^1 _|- 02 COS qp ' '^ ' COS qp '^ ^ ^ ^ ' 

alsO; wenn 

^ - 2 -M"i^' — M' L 7 2 

^~'^"' MT "^'^ 

gesetzt wird, 

dx 1 dtp {^^\ 

"5" ~" jnTÄML' yr^i^^^ • • • • i ; 

Hiedurch ist nun zwar für alle drei Fälle die Reduction 
auf die Normalform ausgeführt, allein jetzt ist noch darauf 
Rücksicht zu nehmen, dass die Amplitude (p reelle Werthe 
annehme, und zugleich dass der Modul ein reeller und echter 
Bruch werde. Dazu ist im ersten Falle erforderlich, dass ^ < 1 
und Ä < 1 sei. Im zweiten Falle muss ebenfalls ^ < 1 sein; 

dagegen erleidet k keine Beschränkung, weil ifc^ = , ,, immer 

kleiner als 1 ist. Im dritten Falle endlich kann e beliebig 
sein, weil es der Tangente gleich gesetzt wird, dagegen muss 
A < 1 sein, wenn Je reell und kleiner als 1 werden soll. 

Wir werden nun zuerst den dritten Fall betrachten , weil 
derselbe sich kurz erledigt, und dann, da alle beliebigen 
Werthe annehmen kann, keiner weiteren Erörterungen be- 
darf. Beim ersten und zweiten Falle müssen wir jedoch, und 
das soll im nächsten § geschehen, auf die Wurzeln der Glei- 
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chung B^ =.0 und auf das Intervall der Werthe, welche die 
Variable x bei der Integration durchläuft, Rücksicht nehmen. 
Im dritten Falle war nämlich (10) 

-2 LM' 
^ = ifX ' ' 
aus (8) folgt aber 

L^ r M' a 

mithin ist 

p 5 ' 8 \q a J 

Nun blieb in den Formeln (6) das Zeichen der Differenz — 

noch willkürlich, man kann es also immer so wählen, dass 
k'^ positiv ausfalle, wodurch zugleich A^ und also auch h'^ klei- 
ner als 1 wird. Man erhält ferner aus (8) und (7) 

(Q — r){a — 8) rs r ' 

und dadurch geht die Formel (11) über in 



1_ 
B 



X 7/ 1 1_ (?(p 

^ ~ r An Q ' Yi __ k2 gin«~ 



§ 13. 

Wir gehen nun zu einer näheren Betrachtung des ersten 
Falles über, die zugleich zu Vorschriften führen wird , wie man 
in jedem Falle die entsprechenden Substitutionen zur Reduction 
in die Normalform, gleich durch die Wurzeln der Gleichung 
E^ = ausgedrückt, finden kann.^ 

Wir haben gesehen, dass man immer durch eine Substi- 
tution der ersten Ordnung, welche zwei zu bestimmende 
Constanten enthält, den Ausdruck 

dx , dx 

^ VA {x — p) (ä — q) {x — TT) (aj — x) 
auf die Form 

Q dx^ 

' y"(i^::r^) (i - h^z^ ' 

in welcher üeine constante Grösse bedeutet, zurückführen kann. 

Da das Radical B verschwindet, wenn x einen der Werthe 

p, Qy ^, ^ annimmt, der Ausdruck (1 — 0"^) (1 — ¥ 0'^) aber 
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zu Null wird, wenn z einen der Werthe +1? — 1? "f" T' 
— -^ erhält, so folgt, dass die Substitution der Art sein muss, 
dass jedem der Werthe Pt g[y ^y ^ von x einer der Werthe 
+ 1, — ^^"l"T^""T ^^^ ^ entspreche. Welcher Werth 
von 8 jedem einzelnen der Werthe von x zugehöre, ist will- 
kürlich anzunehmen, nur muss darauf Rücksicht genommen 
werden, dass p und g, und ebenso au(fh jr und x je zwei auf 
einander folgende Wurzeln werden , damit die Transformation 
reell ausfalle. (§, 12, S. 37.) Wenn nun aber Tc ein posi- 
tiver echter Bruch ist, und dies wollen wir ja zu bewirken 
suchen, so folgen die vier Werthe von Zy für welche das 
Radical in z verschwindet, in folgender Reihe der Grösse 
nach auf einander: 

+ 1, +1, -1, — [. .... (12) 

Es wird also der genannten Bedingung genügt werden, 
wenn wir annehmen, dass diesen Werthen von z der Reihe 
nach die Werthe , 

jr, p, g, X 

von X entsprechen. Um aber zu bewirken, dass diese Werthe 
von X und ß zusammengehören, ist es nur nöthig, zu setzen 

X, — p = a {1 — 0)y X — 7t = c {1 — k0)j 
X — g = 6(l-|-j0), X — K = d{l + kz), 

worin a^b, c, d constante Grössen bedeuten. Allein zur Her- 
stellung der Reduction bedürfen wir nur zweier constanter 
Grössen. Wir können daher auch je zwei der obigen Glei- 
chungen durch Division zu einer einzigen vereinigen und er- 
halten dann, -^ = P^^ = Q gesetzt, 

a? — j) p 1 — z X — n Q 1 — kz ,.- ON 

x-q~-^T+~z' x — Ti^^l + kz' • • ^^^J 

worin P, Q, k zu bestimmen sind. Diese Bestimmung er- 
giebt sich, wenn man in diesen Gleichungen die Werthe p, 
q, Tty X und für die ihnen entsprechenden Werthe -f- 1, — 1, 

4- y, — -j- substituirt. Dadurch erhält man 
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n — p -pl — k p — 7t ^ 1 —h 

n — q~ -^V+k' p-ii~^l+k' 

x — p p Ml* g - ^ Q ^ +* 

und daraus durch Multiplication 

/u^ P2 — ('liz^) (*--P) 02 — (p — «) (g— «) . 

^ ^ • ~ (^ - g)'(H - g)' ^ ~(P- H) (g- K)' 

und durch Division 

(p — n) (g— -x) 

(l> - >t) (g — »f) 

Es ist zu bemerken ; dass die letzteren drei Ausdrücke die- 
selben FactoreU; nur in verschiedener Anordnung; enthalten, 
wie die Grösse W des vorigen §, dass sie also auch in den- 
selben Fällen positiv werden, wie jene. Da wir nun Sorge 
getragen haben, dass p, q und tc, x je zwpi auf einander 

folgende Wurzeln sind, so werden P^, Q^, i iA^k l P^^^*^^^ 
und damit die Transformation reell. 

Da sich nur die Quadrate der Grössen P, Q, T^^ er- 
geben haben, so müssen wir über das Zeichen derselben eine 
Entscheidung treffen. Nun ist aber , , positiv oder nega- 
tiv, je nachdem k kleiner oder grösser als 1 ist; um daher h 
als einen echten Bruch zu erhalten, muss man den positiven 
Werth der Quadratwurzel nehmen und setzen 



m- ■ • • M' + Zr 



— n) (g - X) 



x) (a— TT) 

Diflferenzirt man femer die Gleichungen (13), so erhält man 

, N dx ci rk ^^^ 



(16) 
oder 



dx ^ 2P (x — q)^ ^ 2Q kjx — yif 

dz ■ 1> - g ' (1 + ^)* Ä - X ' (1 + ke)^' 

Hieraus folgt, dass die Verhältnisse 

P Q 

p — q' n — X 
immer dasselbe Zeichen haben müssen, und dass sie negativ 
zu nehmen sind, wenn x und z gleichzeitig abnehmen, da- 
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gegen positiv, wenn z abnimmt, während x wächst. Hie- 
nach ist das Zeichen von P und Q zu bestimmen. 

Dividirt man nun die Gleichungen (13) und (16) durch 
einander, so erhält man . 

{P — g) dx 2 dz {n — yi) dx 2kdz 

{x—p){x — q) 1 — z'^^ {X — n) (a; — >c) "~ i — l-«^' 

mithin 

dx 



VA {X — p) (x — q) '{X — n) (a; — x) 
___ _j ^Vk dz 



(17) 



— VAr{p^'^{n~-^%) K(l —z^) (1 —k^z^) 
worin das obere oder untere Zeichen zu wählen ist, je nach- 
dem o? und z gleichzeitig abnehmen, öder a; wächst, während 
z abnimmt. 

Wir haben nun zu zeigen, ^dass es möglich ist, die vor- 
stehende Transformation so einzurichten, dass immer klei- 
ner als 1 wird. Dazu müssen wir auf das Intervall Rücksicht 
nehmen, welches die Variable x bei der Integration durch- 
läuft. Es seien, der Grösse nach geordnet, 

a, ß, y, d 
die vier Wurzeln der Gleichung iJ^ c= 0, so dass 

cc> ß>y>d 
und 

jB^ = J.jB'2 = A(x — a){X'-ß){X'- y) {x — ö). 
Dann werden sämmtliche Werthe, die x überhaupt annehmen 
kann, durch die vier Wurzeln in vier Intervalle getheilt, näm- 
lich in die Intervalle 

1)« ß> 

2)ß y, 

3)y...^(J, 

4) S . ^-oo . • • a, 

und es ist klar, dass JB'^ negativ ist, wenn x im 1*®" und 
3'«", und positiv, wenn x im 2*«" und 4*^** Intervalle liegt, 
d. h. 
JB'2 negativ, wenn 1) a > a? > /3, 3) y > a; > d, 
iJ'2 positiv, wenn 2) /J > :r > y, 4) a; < ^ o<Jer x > cc. 
Wenn also x aus einem zwischen zwei auf einander folgenden 
Wurzeln liegenden Intervalle in das nächst folgende hinüber- 
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geht, so wechselt U'^ das Zeichen. Daraus folgt: wenn das 
gegebene elliptische Integral überhaupt ein reelles ist, so 
werden die Grenzen der Integration in einem und demselben 
Intervalle zwischen zwei auf einander folgenden Wurzeln der 
Gleichung JB^ = liegen, und ist dieses Intervall das 1^*° 
oder 3*^, so wird die Constante Ä negativ sein. Hätte man 
es aber mit einem imaginären Integrale zu thun, sodass x 
mehrere Intervalle durchlaufen könnte, so würde man das 
Integral in mehrere Theile zerlegen können, in der Art, dass 
die Grenzen jedes einzelnen Integrals ein Intervall nicht .über- 
schreiten. Wäre z. B. das Integral 

/ * dx 

gegeben, bei welchem A negativ und 

a> Xq> ß, ß > x^> y 
sei, so würde man haben 

xl ß xX 

r dx /* dx __ . p dx 

J väe^^ ~ J v^w^ j y-AB'^' 

xd xO (i 

In jedem Falle hat man es, sei es von vorne herein, sei es 
durch Zerlegung, nur mit Integralen zu thun, deren beide 
Grenzen sich in einem und demselben von zwei auf einander 
folgenden Wurzeln begrenzten Intervalle befinden. 

Nun waren bei der Reduction p und q als diejenigen Werthe 
von X angenommen, welche den Werthen + 1 und — 1 von ^ 
entsprechen. Wenn daher x während der Integration zwischen 
p und q liegt, so wird auch nicht über die Werthe + I 
und — 1 hinausgehen. Hienach hat man, um zu bewirken, 
dass z nicht grösser als + 1 und nicht kleiner als — 1 werde, 
nur nöthig, in den obigen Formeln für p und q diejenigen 
Wurzeln zu setzen , zwischen welchen die Grenzen des zu be- 
handelnden Integrals liegen. Es fragt sich alsdann noch, 
welche Wurzeln man für 7t und x zu setzen habe. Dies er- 
giebt sich durch folgende Betrachtung. Die Wurzeln p, q^ ä, x 
waren diejenigen Werthe von x, welche r'esp. den Werthen 

+ 1, — 1, +-r^ — -r von IS entsprechen. Ordnet man 

diese unter der Voraussetzung, dass Ä < 1 ist, der Grösse 
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nach, so hat man entweder die wachsende Reihenfolge der 
Werthe von z 

entsprechend den Werthen von x 

X, q, p, 7t, 
oder die abnehmende Reihenfolge der j? -Werthe 

entsprechend den a: -Werthen 

- jr, p, q, X, 
Während daher x alle Werthe abnehmend durchläuft und nach 
und nach die Werthe a, ß, y, d annimmt, durchläuft :s entweder 
abnehmend oder zunehmend die eben genannten Werthe. Man 
denke sich nun dieses Abnehmen oder Wachsen ohne Aufhören 
durch + oo oder + oo hindurch; dann kann man die Werthe 
auch cjclisch mit einander vertauschen, ohne die Reihenfolge 
zu ändern. Da man nun jedesmal diejenigen zwei der Werthe 
"; ß> 7} ^y zwischen welchen die Grenzen des Integrals liegen, 
den Werthen p und q von x gleich zu setzen hat, indem die 
letzteren den Werthen + 1 ^^^ — 1 von z entsprechen, so 
ergiebt die Reihenfolge jedesmal, welche der Werthe a, /?, y, 8 
man den Werthen % und % gleich zu setzen hat. Dabei er- 
geben sich jedesmal zwei Substitutionsformelh, indem man ent- 
weder X und z gleichzeitig abnehmen oder aber bei abnehmen- 
dem X das z wachsen lassen kann. Ein Beispiel soll dies zu- 
nächst erläutern. Es mögen die Grenzen der Integration 
zwischen a und ß liegen, also a > a? > /?, und x und z 
sollen gleichzeitig abnehmen. Dann entsprechen einander 
folgende Werthe von ß und'a;: 

^ + P+l'-l^-i 

Nun sind a und ß die Grenzen des Intervalls, in welchem 
sich X befindet, also hat man diese den Werthen p und q gleich 
zu setzen, und zwar, weil x vonj? nach q abnehmend ange- 
nommen wird, und auch von a nach /3 ein Abnehmen stattfindet, 
p = a und q^" ß 
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zu setzen. Nun folgt auf q die Wurzel x, und auf ß die 
Wurzel y, also ist 

endlich folgt n auf x und d auf y, also hat man zuletzt 

3r = d 
zu setzen. In ähnlicher Weise kann man in allen übrigen 
Fällen verfahren; das folgende Schma giebt an, welches die 
in jedem Falle einander entsprechenden Werthe sind: 

X und z nehmen gleichzeitig ab 



, 4,.... + ^, + !, 


-h 


1 
k 


X • • • ■ IC, p, 


a, 


X 


a>x> ß d, «, 


ß, 


7 


ß>x>y a, ß, 


r, 


d 


r>x>s ß, y, 


*, 


u 


d > X oder x "> a y, 8, 


«, 


^5 


wächst bei abnehmendem 


X 


1 1 


+ 1, 


+ i 


X X, q, 


p, 


n 


a> x> ß 8, a, 


ß, 


Y 


ß>x>y «, ß, 


r, 


8 


y> x> 6 . /3, y. 


s, 


u 


d > X oder x > a y, S, 


a, 


ß- 



Für jedes der Intervalle, in welchem x liegen kann^ er- 
hält man so zwei Reductionsformeln , bei welchen sowohl g 
als auch Ä echte Brüche werden, und zwar so, dass bei der 
einen x und z gleichzeitig wachsen und abnehmen, bei der 
andern dagegen jer wächst, wenn x abnimmt, und umgekehrt. 

Die vollständigen Formeln nun für jeden Fall aufzustellen, 
hätte keine Schwierigkeit. Es scheint aber bequemer zu sein, 
in jedem vorkommenden Falle nach detn obigen Schema die 
für jp, 2, jr, X zu setzenden Werthe aufzusuchen und dann 
die Formeln (13), (14), (15) und (17) anzuwenden. Nur ein 
Beispiel dien« zur Erläuterung. 

Es sei y > X > d, also A bei reellem Integral negativ, 
und z wachse bei abnehmendem x. Dann entsprechen ein- 
ander folgende Werthe: 
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Also giebt zuerst die Formel (15) 
ferner erhält man aus (14) 

und zwar ist P negativ zu nehmen, weil 

p — g. * — y 
positiv werden muss; dann folgt aus (13) 

X — d p 1 — g 

x-'y~i + z' 

und endlich aus (17) 

dx 

yA {X - a) {X— ß) {X —y){x-- 9) 
2Vk dz 



VA {9 - y) (a - ß) V^T^Z^) (1 - k^Z^)' 
WO das MinuS'Zeichen zu setzen ist, weil is bei wachsendem x 
abnimmt. Weil A negativ ist, so wird die rechte Seite dieses 
Ausdrucks reell, da auch d — y negativ ist. 

üeber die Bestimmung des Zeichens der Grösse P sei 
noch folgende Bemerkung erlaubt. Dieses Zeichen ist, wie 
oben bemerkt, so zu wählen, dass 

P 

negativ wird, wenn x und z gleichzeitig abnehmen, im entgegen- 
gesetzten Falle positiv. Nun entsprechen einander die Werthe 

a; • • • • Ä, jp, g, x. 
Wenn daher x und gleichzeitig abnehmen, so ist mit einer 
sogleich anzuführenden Ausnahme p > q, mithin P negativ 
zu nehmen. Wächst aber x bei abnehmendem z, so ist mit 
Ausschluss desselben Ausnahmefalles p < q, also P wiederum 

Durög-e, cUipt. Functioneii. 3. Aufl. 4 
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negativ zu nehmen. Die Ausnahme aber tritt dann ein, wenn 
die Zu- oder Abnahme von p nach q durch das unendliche 
hindurch geschieht, wenn also p und q die grösste a und die 
kleinste d der Wurzeln sind, d. h. wenn die Grenzen des zu 
transformirenden Integrals beide entweder >^ a oder < 8 sind. 
Alsdann ist 2> — Q. h^i gleichzeitiger Abnahme von x und z 
negativ, im entgegengesetzten Falle positiv, dann also ist P 
positiv zu nehmen. Hieraus ergiebt sich die Kegel: Liegen 
die Grenzen des auf die Normalform zu reducirenden Integrals 
in einem der drei ersten Intervalle 1) a • • • • ft 2) /S • • • • y, 
3) y • • • • d, so ist P negativ; liegen die Grenzen aber in 
dem vierten Intervalle 4) d • • • + oo • • • • a, so ist P positiv. 
Man übersieht leicht, dass von der Grösse Q ganz das Näm- 
liche gilt. 

Stellt man die ßeductionsformeln nun noch einmal zu- 
sammen, so sind sie folgende: 



1 — ^ ^ , -y / (p - ar) (g — x) 

x—p ^ -7-7/ (1? — n){p — x) ^ 1 - z 
x — q ~^r (2 — «) (2 - x) ' 1 + Ä? 



x — n -j-t/ CP — g) (g — n) \ — hz 

X — X 'f (p — 



— wenn x in einem der drei 
ersten Intervalle liegt, 

+ wenn x im vierten Inter- 
valle hegt. 



x) (3 - x) - 1 + kz 
dx , . 2Vk dz 



VÄ{x-p) ix-q) {x—n) (a;-x) —VÄ{p-q){n--ii) K(l-«*)(1~Ä*««) 
+ wenn x und z gleichzeitig wachsen oder abnehmen, 
— wenn x wächst bei abnehmendem 0. 

§ 14. • 

Wir gehen nun zur Betrachtung des Falles über, dass 
die Grösse R^ nur vom dritten Grade ist. Es wurde schon 
§ 11 erwähnt, dass man dies als einen speciellen Fall be- 
trachten kann, der sich durch Specification der vorigen Be- 
trachtung erledigen lässt. Dies beruht auf dem bekannten 
Satze, dass, wenn eine algebraische Gleichung w*®" Grades 
durch das Verschwinden der Coefficienten der m höchsten 
Potenzen der Unbekannten auf den (n — m)**" Grad reducirt 
wird, m ihrer Wurzeln unendlich gross geworden sind. Ist 
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nun die Gleichung B^ = nur vom dritten Grade, so kann 
man sie als eine Gleichung vierten Grades betrachten, deren 
eine Wurzel unendlich ist; man wird daher auch die zugehörigen 
ßeductionsformeln aus den vorigen ableiten können, wenn 
man eine der Wurzeln unendlich gross, setzt, und zwar, was 
gleichgültig ist, entweder die grösste === -j- ^^ oder die 
kleinste = — oo. Es seien a, /3, y die drei* reellen Wurzeln der 
Gleichung dritten Grades R^ = 0, und wir nehmen d = — cx> 
an; dann sind die Intervalle für die Grenzen der Integrale 

1) a . . • /3, 2) /3 • . • y, 3) y oo, 4) -j- cx) «. Im 

Uebrigen bleiben die im vorigen § gegebenen Vorschriften be- 
stehen, nur ist überall d = oo zu setzen. Den Einfluss davon 
wird man am besten an dem im vorigen § gegebenen Beispiele 
übersehen können. Dividirt man nämlich in den betreffenden 
Formeln unter den Wurzelzeichen entweder im Zähler und 
Nenner oder auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens mit d 
oder d^ und setzt dann d = oc, so wefden die Verhältnisse 
je zweier, d enthaltender, Factoren gleich 1, und die Wirkung 
des Unendlichwerdens von d ist daher einfach die, dass man 
alle Factoren, welche d enthalten, fortzulassen hat. Auf diese 
Weise ergeben sich folgende Reductionsf ormeln : 

Es ist y > a; > — oo, und x nimmt mit wachsendem ab. 
Man erhält 



^ = -L-yA-ni _i : _ 7/__J___ 

*^r y — a^ x — y r {a — y) (ß ^ y) 



1 — iE? 



1 + k ^r y-a' OJ-y r (a - y) (ß ^ y) 1 + ; 

dx 2yik dz 



VA {X — a) (ä — ß) (ic — y) V-Ä{a — ß) ' ^(1 ^««) (1— Ä;*i5*) 

§ 15. 

Es soll nun zunächst die im Vorigen auseinandergesetzte 
Methode an einem Beispiele erläutert werden, und zwar stellen 
wir uns die Aufgabe, das elliptische Integral, das bei der 
Bewegung des Pendels die Zeit bestimmt, nämlich* das 
Integral (5) § 6 



-yhjf 



*=y^ i f"" .... (18) 

f^cos 1/» — cos a ^ ' 

auf die Normalform zu reduciren. Dasselbe kann zuerst auf 
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verschiedene Weise in algebraischer Form dargestellt werden. 
Die scheinbar einfachste Art, die aber bei einer Transformation 
der ersten Ordnung nicht die einfachste ßeduction liefert, ent- 
steht, wenn man 

cos tl^ = X 
setzt, wodurch man, wenn zugleich der Kürze wegen 

cos a = a 
gesetzt wird. 



(19) . (_-/fJl,__ 



dx 



1) {X -a) {x+ 1) 
1 



erhält. Wie man sieht, ist alsdann das ßadical B^ vom 3**" 
Grade, und zwar zerlegt es sich von selbst in 3 lineare Factoren, 
indem die Wurzeln der Gleichung R^ = der Grösse nach 
geordnet /die folgenden 

sind. Der Winkel « bedeutet den grössten Werth, den der 
Winkel f annehmen kann, cos f oder x kann daher nicht 
grösser als + 1 und nicht kleiner als a werden, wodurch es 
sich bestätigt, dass x nur in dem Intervall zwischen den beiden 
auf einander folgenden Wurzeln + 1 und a liegt. 

Für die Wurzeln p und q haben wir daher in den Formeln 
des § 13 1 und a zu setzen, und zwar entweder in dieser 
oder in umgekehrter Ordnung, je nachdem wir annehmen 
wollen, dass und x gleichzeitig wachsen oder nicht. Da aber 
in (19) X abnimmt wenn t wächst, so wollen wir, damit t und 
gleichzeitig wachsen, diejenige Reduction wählen, bei welcher js 
abnimmt, wenn x wächst. Da ferner die Werthe 

X Jt, p, 2, X, 

einander entsprechen müssen, so müssen wir statt der Werthe 

jr, p, gt, Tty 
resp. — 1, + «9 + 1; ^^ 

setzen. Alsdann geben die ßeductionsformeln S. 50 
1 — fc , -,/l + a t/i + cos a . 
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woraus 

7 1 — cos i a .Ol 

Je = -—. f— == tff 2 ± a 

1 + C08 i a ° ^ 

folgt. Ferner erhält man 

a? — o j/i + a 1 — g 

und dann 

da? 2^¥ dÄ 



V^(x — l)(x — a) (ic + 1) ^'l — a V{i — £?«) (1 - A;«Ä«) 

Setzt man hierin noch = qui q) und drückt a und a; durch 
« und ^ aus^ so erhält man die vollständigen Beductions- 
formeln, die aber von den in § 6 gegebenen verschieden und 
nicht so einfach wie diese sind. 

Zu diesen einfacheren gelangt man, wenn man nicht 
cos ^, sondern sin ^^ in (18) als neue Variable einführt. 
Denn da 

cos t — cos a = 2 (sin^ ^a — sin^ ^ilf) 

ist, so wird, wenn man 

sin^^ = Ä; und sin^a = c 

setzt, das elliptische Integral (18) 

t=j/l f ^^ 

oder, wenn man das Badical in seine linearen Pactoren zer- 
föllt und dieselben nach der Grösse der Wurzeln, deren Reihen- 
folge + 1, + c, — c, — 1 ist, ordnet, 



t=i/L r ^g 

'^ p ^ y (x — i) (X— c) 



dx 



Der Winkel V' liegt während der ganzen Bewegung zwischen + « 
und — a, daher x wiederum zwischen den auf einander folgen- 
den Wurzeln + c und — c. Diese sind es daher, die wir 
an die Stelle von p und q zu setzen haben, und zwar auch 
in dieser Reihenfolge, wenn wir bewirken wollen, dass ty x und z 
gleichzeitig wachsen. Demnach hat man für 

3r, jp, 2; «; 
resp. +17+^1 ~ <^i ^~ 1 
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zu setzen und erhält aus den Formeln S. 50 

^ l—k . -,/ [c— 1) (1 — c) l—c , . . 



a? — c _^ __ -y/ (c — 1) (c+ 1) 1 —z g — 1 

x + c~ T(-c— 1)(1 — c)'i+;5~"ä; + 1' 



woraus 

X = eis oder sin ^^ == sin ^^a sin qp; 
endlich wird 

da? 2yW dz 



Vix — 1) (rc - c) ix + c) (x+i) V^c^ K(l — ie*) (1 — fc'j^*) 

^qp 

"^ VT^^k^ sin» 9 ' 

woraus, wie oben, 

— y ' 

'^ ff^Vl-k^ sin» g) 

folgt. 

Wir schliessen hieran gleich die Betrachtung des ganz 
herumschwingenden Pendels, besonders weil dabei recht deut- 
lich wird , wie die Eeduction des elliptischen Integrals auf die 
Normalform wesentlich von den Grenzen , zwischen denen die 
Variable zu nehmen ist, abhängt. 

Wir haben §5 gesehen, dass, wenn man mit v die 
Winkelgeschwindigkeit bezeichnet, welche das Pendel zur Zeit 
^ = 0, d. h. in dem Augenblicke, wo es durch die Vertical- 
linie hindurchgeht, besitzt, 

cos a = 1 — TT- 

ist, und dass der Winkel a zu'existiren aufhört und das Pen- 
del ein ganz herumschwingendes wird, wenn 

Iv^ > 4tg 
ist. Nun folgt 

. 1 -t/i — cos a n/T^ 

In dem vorliegenden Falle ist also c > 1. Wollte man nun 
die vorige Reduction ohne Weiteres auch hier anwenden, so 
würde der Modul k == c nicht mehr ein echter. Bruch sein. 
In der That ist aber hier eine andere Reduction nothwendig, 
weil die Grenzen der Veränderlichen andere geworden sind. 
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Ordnet man die Wurzeln der Gleichung B^ = wiederum 
ihrer Grösse nach; so sind sie 

+ c, + 1, — 1, — c, 
und jetzt liegt x = sin^ilf nicht mehr zwischen -f c und — c, 
sondern zwischen + 1 und — 1. Man hat daher fär 

Ä, p, 2, X, 
resp. +c, +1, — 1, — c 

zu setzen. Mit diesen Werthen erhält man dann 



1 — )fc 



— 4- 7/ (1—0 (c— I) _ c-l 
' f (1 + c) {— 1-c) c+1' 



i + k 

weil der positive Werth der Wurzel genommen werden muss, 
und c > 1 ist, woraus 

folgt. Ferner wird, weil nun p = + l,g = — -Izu setzen ist, 

x- 1 ^ __ / (1 — c) (i + c ) 1 — g ^ ;g— 1 
x+l y (-1— c)(— l + c) ' l + £l~ i?+l' 

woraus x<= oder ^ = 2 qp 

folgt. Endlich ist 

<2a; 2 }^ d;? 



^'(a? — c) (a; — 1) {X + 1) (a; + c) FT^Tc y(i — z^) {1 — kU 
= *-— ^^ 



Vi — Ä;« sin» (p 
und 



^ 



^ fl' J ^^1 — A;«sin«9) ^ J Kl — Ä;« sin« 9 



Bei dem ganz herumschwingenden Pendel lässt sich hienach 
der Winkel ^ selbst durch die Amplitude des Integrals aus- 
drücken. Nämlich da 



/p 



vt 



Vi — k^ sin« tp 2 
ü 
ist, so hat man 

qp = aw Y und daher ^ = 2 am yfmod. j/ j-^i ) , 

und damit bestätigt sich, dass der Winkel ^ fortwährend 
wächst, da die Amplitude für reelle Werthe des Arguments 
eine stets mit dem letzteren wachsende Function ist. (§ 4.) 
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Es wird sich später zeigen ; dass auch die Function Ämplitudo 

in eine stark convergirende Reihe entwickelt werden, und 

daher auch für jeden Werth des Arguments und des Moduls 

berechnet werden kann. Da nach § 4 

d amu . 
—j — '^^ amu 
au 

ist, so erhält man auch die Winkelgeschwindigkeit 

§ 16. 

« 

Wir gehen nun zu dem zweiten Falle über, in welchem 
die Gleichung J2^ == zwei reelle und zwei imaginäre Wur- 
zeln hat. Wir haben § 12 gesehen, dass in diesem Falle 

der Ausdruck -^ auf die Form 

(7. ^' 



gebracht werden kann. Man kann nun diesen Fall kürzer 
erledigen und aus dem ersten Falle herleiten, wenn man Je 
imaginär annimmt und 

setzt. Wir wollen annehmen, es seien n und x die beiden 
conjugirten imaginären Wurzeln. Setzt man 

3r = ft -f- iv, X == fi — iv, 
so wird 

B^ = A{x-p)(x — q [{x - iiy + 1/2], 
sodass ft dieselbe Bedeutung wie im § 12 hat, an Stelle 
von V aber i/^ zu setzen ist, was zweckmässig erscheint, da 
diese Grösse hier positiv ist. Man erhält nun zunächst aus 
(13) und (14) 

x — p ^_ -p j/ip — fi — iv) ip — fi + iv) 1—2! 



X—q ^^ r {q — fi — iv) [q-^ fi + iv) 1 + 2? 






— /!,)* + V« 1—Z 



üeber das Zeichen gilt dieselbe Regel wie früher: nämlich 
wachsen x und is gleichzeitig, so entiiält dieser Ausdruck das 
entgegengesetzte Zeichen wie jj — g, im umgekehrten Falle 
dasselbe Zeichen. Ferner erhält man aus (17) 
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dx 

VA ix ~ i>) (aj - q) [{X - ,*«) + v*] 
,2^*1 dz 



~ — yA2iv (p — q) V{1 -^)" (r+ X« z^) ' 
worin das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nach- 
dem j8f und X zugleich wachsen oder nicht. Hierin ist nach 
§ 12 = cos q) und 

Jl w 

zu setzen, dann erhält man 

dx 



yA{x-p) {x-q) [{x-(i)* + v'] 



■f: 



2 X dtp 



(20) 



A{i + l^)v(p — q) yi^Jc^sm^tp 

Um endlich den Modul zu bestimmen, zieht man zuerst 
aus (15) die Gleichung 

l—iX ^ , j/ ip -~ ft — ir) {q — fi + i v) 

oder wenn man der Kürze wegen • 

(p-^fi)(q — (i) + v'^ = u, vip-^ q) = v 
setzt, 

Hier muss bei der Bestimmung des Zeichens zugleich auf die 
Grösse J. Rücksicht genommen und dasselbe so gewählt wer- 
den, dass der in (20) enthaltene Ausdruck 

21 

A{l + l^)v ip - q) 
positiv wird. Multiplicirt man in (21) Zähler und Nenner 

links mit 1 — iA und rechts mit j/u-^- iv, so erhält man 
1 — l^ — 2Xi , u + vi 

1 + ^' "" — y^^T^^ 

und daraus 

! it 7/~ 9 1 ..t 5 1 -4- 2 « i~ 



Da nun v = v {p — q) ist, so ergiebt sich 

2X ^ -p 1 

I ■ 



{t + X^)v(q-p) ^f/u^^v^' 

und dieser Ausdruck muss daher dasselbe Zeichen wie A er- 
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halten^ d. h. das obere ^ wenn A negativ ist; das untere^ 
wenn A positiv ist. Ferner erhält man 

2X« Vu* + t?g qp u 

J 
also 

^2 -^ 

worin ; weil hier das obere und untere Zeichen dem oberen 
und unteren Zeichen des vorigen Ausdrucks entsprechen muss, 
ebenfalls dasjenige Zeichen zu wählen ist; welches der Grösse A 
zukommt. 

Es war hier g = to^ q> gesetzt, also muss dafür gesorgt 
werden , dass ein echter Bruch bleibt. Da nun der Ausdruck 

(1 — ^2) (1 + A2;^2) für die Werthe + 1, - 1, + 1, — 1 

verschwindet, so sind auch hier p und q diejenigen Werthe 
von Xj welche den reellen Werthen + 1 und -^ 1 von ent- 
sprechen. Nennt man aber a die grössere und h die kleinere 
der beiden reellen Wurzeln, so wird das Gebiet von + 00 
bis — cx) in die beiden Intervalle 

a • • • • 6 und 6 • • • + 00 • • a 
getheilt, welche von den Grenzen eines Integrals nicht über- 
schritten werden, wenn dasselbe reell ist. ürf nun zu be- 
wirken, dass z zwischen -|- 1 und — 1 liege, hat man wie 
früher nur nöthig, die Substitution so einzurichten, dass x von j> 
nach 2 fortschreitet, während von -|- 1 nach — 1 geht. 

Ist also 1) a> x>hy so muss man, wenn x und z 
gleichzeitig abnehmen sollen, setzen: 

soll aber x wachsen, während z abnimmt, umgekehrt 

Ist 2) x> a oder < 6, so hat man in dem Falle der gleich- 
zeitigen Abnahme von x und z 

p = h, q = a 
zu setzen, weil alsdann x von b unaufhörlich abnehmend und 
durch + CX) nach a fortschreitend gedacht werden muss. Wächst 
dagegen x bei abnehmendem z^ so hat man umgekehrt 

j? = a, q = h 
zu setzen. 
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Der Fall, dass das Radical vom dritten Grade ist und 
eine reelle Wurzel besitzt, erledigt sich wieder leicht dadurch, 
dass man wie im Vorigen eine Wurzel unendlich setzt. 

Der Fall zweier reeller und zweier imaginärer Wurzeln 
tritt bei der Rectification der Lemniscate ein. Die jjrlei- 
chung dieser Curve, bezogen auf diejenigen rechtwinkligen 
Axen, welche sie in vier congruente Theile theilen, lautet, 
wenn mit a die halbe Axe bezeichnet wird, 

Noch einfacher wird sie, wenn man Polarcoordinaten ein- 
führt und 

a; = r cos ^, y = r sin ^ 
setzt. Dann verwandelt sie sich in 

r^ — a^ (cos2> — sin2 ^) = oder r = + a /cos 2^. (22) 
Nun ist, wenn ds das Differential des Bogens bezeichnet, 

Aus (22) aber folgt 

ds = + 



Setzt man jetzt 

r 

a ' 

so ist z, da, r nicht grösser als a werden kann, ein echter 
Bruch, und man erhält 

— yi — z^ 

Hier hat das elliptische Integral schon von selbst die ge- 
wünschte Form, denn es schreibt sich sogleich 

j , a dz 

ds == + ,. • 

Daher ist A^ = 1 und folglich ä;^ a= ^. Mithin erhält man durch 
;gr = cos qp 



ds = +aj/i 



dtp 



Kl— 48in«9 
Dieses Integral mit dem speciellen Werth y ^ des Moduls k 
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ist dadurch historisch merkwürdig, dass an ihm die ersten 
Entdeckungen über elliptische Integrale gemacht worden sind. 
Um auch noch kurz des 3*®*^ Falles, in welchem alle 4 
linearen Factoren des Radicals B imaginär sind; Erwähnung 
zu thun, so bringen wir in Erinnerung, dass dieser Fall schon 
im ^ 12 abgemacht worden ist. Es erhellt nun aber auch, 
dass der Umstand, dass hier das Gebiet der Werthe von x 
nicht durch das Vorhandensein reeller Werthe, für welche R 
verschwindet, in Intervalle getheilt wird, mit der Substitution 
ig q) = 0, welche der Grösse alle möglichen Werthe anzu- 
nehmen erlaubt; ganz im Einklänge ist. 



Vierter Abschnitt. 

Von den drei Gattungen elliptischer Integrale. 



§ 17. 

Wir haben uns im Vorigen lediglich mit der Reduction 
des Integrals 

E 



ß 



in welchem B die Quadratwurzel aus einem Ausdruck des vier- 
ten oder dritten Grades bedeutet, beschäftigt, und es ist ge- 
zeigt worden, dass man immer ein solches Integral auf die 
Form 



J Kl — Ä* sin« q> 



bringen kann, worin C eine Constante und Je einen echten 
Bruch bezeichnet. Die dabei anzuwendende Substitution war 
stets von der Form 

a-\-hz 

wenn a, h, c, d constante Grössen bezeichnen, und für ^ 
hatte man in den drei Fällen, dass die Gleichung B'^ = 
vier oder zwei oder keine reellen Wurzeln hat, resp. sin 9, 
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cos 9 , tg 9 zu setzenj^ so . dass die Substitutionsformeln^ in_ 
"erwähnten Fällen resp. vo^3en Formen 



X = 



a + 6 sin qp 
c + c? sin g? ' 



a-\-h cos <jp 

c-^ d cos g? ' 



C + d tg g? ^ ^ 



sind. 

Wir gehen nun zu der Betrachtung derjenigen elliptischen 
Integrale über., welche im Zähler noch mit einer rationalen 
Function von x behaftet sind, welches, wie § 11 j gezeigt 
wurde, die allgemeinste Form ist, auf welche die elliptischen 
Integrale stets reducirt werden können, nämlich die Form 

wo F (x) eine algebraische rationale Function bezeichnet. In,- 
dem man die Substitutionen (23) anwendet, geht in den drei 
Fällen der Beschaffenheit von R das obige Integral in eine 
der Formen 



ß 



/■(sin qi) dtp 

vT 



/ ' />0S y) dtp r fitgq))d(p ,2^x 

Vi ~ k^ sin2 9 ' J Vl-k^Bm^tp ' ^ ^ 



ff-^i 



k^ sin* qp ' J Vi —k^ sin* 9 ' JVi — k^ sin* tp 

über, und es ist klar, da die Substitutionen (23) linear sind, 
dass die in den Zählern vorkommenden Functionen /* wiederum 
rational sein werden. 

Es soll nun zuerst gezeigt werden, dass, wenn d iese 
Functionen / un gerade^ Functionen sind, die vorstehenden^ 
l^egrale^ aufhören , elliptische zu sein, und auf Logarithmen, 
cyctometrische oder algebraische Functionen führen. Eine un- 
geir^de rationale Function hat nämlich die Eigenschaft, dass 
fiie gleich dem Product aus einer geraden rationalen Function 
in die Variable ist; eine gerade rationale Function aber ist / 
stets eine rationale Function des Quadrats der Variablen. Be- 
deutet daher^/* eine ungerade und F eine beliebige rationale 
Function, so hat man 

In diesem Falle nehmen also die drei Integrale (24) die 
Formen 



/ 



an. 



sin (pJP(sin* q>) dtp 

Setzt man nun in denselben 



/ cos(pJP(cos*y)dy r tgtpFjtg^ 
yr^k^^ ' J Vl — k^i 



q>)dtp 
sin* <jp 



'sin^ qp «= ^, 
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wodurch 

COS>==l-«r, tg> = ^^, dq> = - y^^ - 

wird, so erhält man 

sin y JP (Bin« 9) d q> ^ V^^F {z) d z ^ J^ {z) dz 

Vi — Ä;«8in«9 2 KiS (1 — ^r) (l"^^"^ '"^~) 2 K(l — £?) (1 — fc«7; ' 

cos y F (cos» y) cZy ^ ?^1 - g ^^(1 — g) c^g ^^ F {\ — z) dz 
yi — Ä« sin« y "~" 2 F^ (1 — z) {1 - k^z) ~ 2 Vz^X — Tc'^z)^ 



/r^.^(i^>^_ *^(r^> 



tgy F{ig^€p)dfp _ 

Vi — Ä;« sin« y 2 F^ (l — g) (1 — Ä«g) 2 (1 — g) F^- Ä«i ' 

In keinem dieser Integrale übersteigt nun die Grösse unter 
dem Quadratwurzelzeichen den zweiten Grad, sie führen daher 
sämmtlich entweder auf algebraische oder cyclometrische 
Functionen oder Logarithmen und sind nicht elliptische 
Integrale. 

Bedeutet ferner in den Integralen (24) f eine beliebige 
rationale Function, so kann man dieselbe immer in eine ge- 
rade und eine ungerade Function zerlegen. Denn maai bat, 
was auch f sein möge, immer die identische Gleichung 

f{u) = i [/•(«) +/•(-„)] + i [/•(«) - /•(- «)]. 

Die Function f{u)'\'f ( — u) ist aber eine gerade Function, 
da sie ungeändert bleibt, wenn man — u statt u setzt, und 
andrerseits f{v) — /*( — u) eine ungerade Function, da sie 
den entgegengesetzten ^yerth annimmt, wenn — u statt u 
gesetzt wird. Hieraus geht nun hervor, dass die Integrale (24) 
sich im Allgemeinen in zwei Theile zerlegen, von denen der 
eine kein elliptisches Integral ist. Nach Absonderung dieses 
Theiles haben wir es daher nur noch mit Integralen zu thun, 
welche im Zähler eine gerade rationale Function von sin 9), 
cos g? oder tg g? enthalten. Wie oben bemerkt, sind aber 
gerade rationale Functionen stets rationale Functionen des 
Quadrats der Variablen, daher sind die Integrale, mit denen 
wir uns zu beschäftigen haben, wenn F eine beliebige rationale 
Function bezeichnet, und das Zeichen ^q) = j/l — k'^sin^g) 
wieder eingeführt wird, die folgenden: 
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y*F (am« (p) d(p ' Cf (cos« (p\d(p CF (tg« ip) dtp ,„cn 

Da endlich von den Grössen sin^ g?, cos^ rp, tg^ g> jede durch 
irgend eine derselben rational ausgedrückt werden kann^ so 
sind diese drei Formen nicht mehr wesentlich von einander 
verschieden, sondern können auf einander redncirt werden. 
Wir knüpfen daher unsere weiteren Betrachtungen an eine 
derselben an, wozu wir die erste wählen, j^lso das Integral 

^F_(8in«9^jp^ ^26) 

Eine rationale Function besteht im Allgemeinen aus 
einer ganzen und einer echt gebrochenen Function 5^ letztere 
kann wieder in Partialbrüche zerlegt werden; daher kann man 
sagen, dass die Function F (sin^ g>) aus einem Aggregat von 
Gliedern von der Form 

Jf (m rf- sin^ q>Y 
bestehe, worin der Exponent fi eine positive oder negative 
ganze Zahl oder Null," und die Coefficienten M und m reelle 
oder imaginäre Constanten sind. Es sei besonders hervor- 
gehoben, dass bei der Zerlegung einer gebrochenen Function 
in Partialbrüche mit Nennern von vorstehender Form letztere 
auch imaginär werden können. Wir werden darauf später- 
hin Rücksicht zu nehmen haben. Hienach zerlegt sich das 
Integral (26) in eine Summe von Integralen von der Form 



j^ r im + Bm^fpT dg, 



und es lässt sich nun zeigen, dass jedes Integral von dieser 
Form sich auf drei Formen zurückführen lässt, die entstehen, 
wenn entweder 

^ = oder ft «= 1 oder ft = — 1 
ist, d. h. auf die drei Formen 

J dtp /^ (w -j- BJn'y) dg) C dtp 

3^' J Jq> ^ J (m + sin«9) z/qp' 

welches die von Legmdre festgestellj;en drei Gattungen 
elliptischer Integrale sind. 

Dazu führt eine Reductionsformel, die sich aus der 
identischen Gleichung 
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(m + sin^ q)y sin g) cos q> Jq) 
(27) • • • < / d \{m-\- sin^ q> ]^ sin (pcoscp J y ] 



dv ^'p 



ergiebt. Führt man hier die DifiFerentiation rechter Hand 
aus, so erhält man unter dem Integralzeichen folgenden Aus- 
druck, der in dq> multiplicirt ist, 

2ft (m + sin^ g?)^* — i sin^ <p cos^ 9? z/g> -}- 
(m + sin2 q>y [cos^ 9 ^<p - sin^ <p ^9 - ^l^J^^J.S^^'j ^ 

uud multiplicirt man den ganzen Ausdruck mit ^tp, so er- 
hält man unter dem Integralzeichen als Factor von -^ den 
Ausdruck 

f2f6 (m + sin^ fpy — ^ sin^ tp cos^ 9? ^^g) + 

\ (m + sin^ q)^ [cos^ (p ^^q) — sin^ 9 ^2 g? — yfc^ giu2 g, ^os^ (p] . 

Setzt man zur Abkürzung 

m + sin^ qp= V, 
wodurch 

sin^9? = «; — m, cos29 = l — -y + m, /^'-*9? = 1 — Ä^v-f-Ä^m 

wird, und substituirt dies in (28), so verwandelt sich dieser 
Ausdruck in folgenden: 

— 2fi^.ty*-i + (2^+ 1) JB.t?A* — (2^ + 2)(7.-y^ + i + 
(2^ + 3)Ä;2.v^ + 2, 

worin zur Abkürzung 

^ = m (1 + w^) (1 + k^m) 
B= 1 +2m + 2k^m + ^¥m^ 
C = 1 + F H- Sifc^m 

gesetzt ist. Dieser Ausdruck nun, mit ^ multiplicirt und 

zwischen den Grenzen und 9? integrirt, bildet die rechte 
Seite der Gleichung (27). Bezeichnet man also mit F^ das 
Integral 



,/ 



vf^ dq> / (w -|- sin' qp)/* dq> ' 

J(p J dtp ~ 



= r,, 
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SO erhält man die gesuchte Reduptioüsformel 

(m + sin^ (pY sin tp cos 9 ^^9? = — 2 f« -4F^_. 1 +| ,^q 
(2^+l)£F/-(2fi + 2)(7F^ + i + (2,t + 3)FF^ + 2.J ^^ 
Mittelst derselben kann man jedes Integral F^ mit einem 
beliebigen Exponenten fi auf die folgenden drei 

Fo, V, und F_, 
zurückführen, denn für ft = oder |i = — 1 erhält man V^ 
oder F_2 durch diese drei ausgedrückt; für ft = 1 erhält 
man F3 ausgedrückt durch Fj, F^, Fq; aber Fj war schon 
durch Fq, V^, V^^ ausgedrückt, also kann man auch F3 
durch die nämlichen drei Integrale ausdrücken. Ebenso erhält 
man f ür f^ = — 2, F_3 ausgedrückt durch F_2J ^-i> ^0 
und also auch durch F_ , , Fq , Fj . Fährt man auf diese 
Weise fort, so ergiebt sich, dass man für jedes beliebige ft 
das Integral Vfi durch V^^ Fj, F-^ ausdrücken kann. 

Zwei ähnliche Reductionsformeln kann man erhalten, 
wenn man von den beiden anderen der Integrale (25) ausgeht. 
Dieselben lassen sich auch aus (29) ableiten, wenn man ein- 
mal cos ^ «= sin 9 und das andere Mal i tg ^ = sin 9 und 
zugleich — m = m setzt. 

Hiedurch ist nun nachgewiesen, dass man jedes elliptische 
Integral im allgemeinsten Sinne, d. h. jedes Integral einer 
rationalen Function der Variablen und einer QuadratwuAel 
aus einem Ausdruck vierten oder dritten Grades, theils auf 
algebraische, cy ciometrische oder logarithmische Functionen, 
theils auf eine, oder zwei, oder alle drei Gattungen elliptischer 
Integrale im engeren Sinne 

/ dq> C {m + sm^tp) d(p C dq> .^q. 

zurückführen kann. Diese drei Formen sind nun diejenigen, 
welchen Legendre der Reihe nach die Namen: elliptisches 
Integral der ersten, der zweiten und der dritten 
Gattung gegeben hat. 

Wenn in dem Integral (26) die Function F eine ganze 
Function ist, so lässt sich leicht zeigen, dass die dritte 
Gattung fortfällt, und das Integral sich allein auf Vq und F, , 
also auf die erste und zweite Gattung allein reducirt. Wenn 
nämlich F eine ganze Function ist, so hat der Exponent ft 

Dnröge, ellipt. Functionen. 3. Aufl. 5 
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nur positive Werthe. Setzt man nun in (29) zuerst ^1 = 0, 
so erhält man, weil dann das Glied, welches F^-.i enthält, 
verseh windet, 

sin <p cos (p J(p = J?Fo — 2CV^ + ^BV^. 

Hiedurch kann man also zunächst V^ auf F^ und Fq zurück- 
führen. Setzt man ferner /ix = 1, so folgt 

(m + sin^ g?) sin (p cos (p J(p = — 2 ÄVq -{- SäV^ — 4 CV^ 

wodurch F3 auf Fq, F^ und K^ und damit ebenfalls auf Vq 
und Fl reducirt wird; fährt man so fort, so sieht man, dass 
die dritte Gattung F_ ^ niemals vorkommt, so dass das 
Integral (26), wenn es im Zähler eine ganze Function von 
sin^ (p enthält, in der That nur auf elliptische Integrale erster 
und zweiter Gattung führt. 

Eine besondere Erwähnung verdienen ausserdem diejenigen 
Fälle, in welchen der Coefficient A verschwindet, weil dann 
die sämmtlichen Integrale F^^, auch für die negativen Werthe 
von /Lt, nur auf die erste und zweite Gattung und niemals auf 
die dritte Gattung führen. Diese Fälle treten ein, wenn 

1) m = 0, 2) m = — 1, 3) m = — ^ 

ist|^ und dabei verwandelt sich m + sin^ 9? resp. in 

sin^ 9, — cos^g?, j~. 

Da nämlich für Ä = aus der Reductionsformel (29) das 
Glied, welches F^ _ ^ enthält, herausfällt, und ausserdem für 
ft = — 1 auch der Coefficient 2ft + 2 von F^+j verschwindet, 
so enthält die Reductionsformel in diesem Falle nur noch die 
Integrale F_i und F^. Das erstere kann daher durch das 
letztere ausgedrückt werden. Da nun alle Integrale F^ sich 
sich auf F_i, Vqj V^ reduciren lassen, so kommt man 
schliesslich auf die Integrale erster und zweiter Gattung, 
Vq und Fj zurück, und die dritte Gattung fällt gänzlich fort. 
Wir beabsichtigen später, von diesen Formeln Gebrauch zu 
machen, und wollen daher das dazu Nothige hier beibringen. 
Setzt man in (29) zunächst ft = — 1 , so erliält man 

m + sin* g> . ^ 111 
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Nun ergeben sich in den drei erwähnten Fällen nach und 
nach folgende Werthe: 



m 


= 


— 


1 


A 


= 







B 


= 







m = m = — 1 

5 = 1 B Ä'2 

m-{-sm^q)=sin'^q), m+sin^^)«»«— cos^y, m-}-sin2g)= — ^ 

y / sin'y • d(p y / cos'y ♦ dq> y J^ | ^9 * d(p 

Y_ ^ r ^ äq> y^ ^ r 1 dtp y^ ^ J2 /JL^ 

Man erhält daher in den drei fraglichen Fällen folgende 
Formeln : 

2) -tg<p^^= -.-/^^ _ fc^/2!^ 

und hieraus 

n\ I 1 ^9 tg cp • «Jqp Ä* /cos'qp'dig) 

ox I l <?qp Ä;* sin <p COS <p i 1 i ^ -f 

3) j 3^ ^= - r«— ^- + Pj ^^ ^9^- 

§ 18. 

Wir gehen nun dazu über anzugeben, welche Ausdrücke 
man als die Normalformen für die elliptischen Integrale der 
drei Gattungen aufgestellt hat. Für die erste Gattung 
bildet das erste der Integrale (30) selbst die Normalform und 
wir bringen nur das von Legendre dafür eingeführte Zeichen 
in Erinnerung, wonach ^^_^.„^-^s. 



it=^(9') "^ 
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gesetzt wird. Da dies schon § 3 erörtert worden ist, so 
handeln wir sogleich von der zweiten Gattung. 



Diese entspringt aus dem zweiten der Integrale (30), 
nämlich 

/Q1N r{m + Qm^q>) d(p 

^"^^^ J ^ ' 

und Legendre hat dasjenige Integral als Normalform gewählt, 
welches entsteht, wenn m = — j^ angenommen wird. Obiger 
Ausdruck geht dann nämlich in 

über. Das Integral j Jg) dtp hat nun Legendre zur Normal- 

ü 
form für die zweite Gattung gewählt und mit E (jp) bezeichnet. 
Da der Buchstabe E, wie bald erhellen wird, in etwas ver- 
änderter Weise als Functionsbuchstabe verwendet werden soll, 
so wollen wir die Legendre'sche Function E mit E^ bezeichnen. 

Demgemäss setzen wir -.- ^ .. 

,'■■ '% ^ 

/ J ^q>dq> = E^{(p). 

Wenn die obere C i iemie dem Werth ^ hat, so nennt man das 

Integral das vollständige elliptische Integral der zweiten 
Gattung. Legendre hatte es mit E^ bezeichnet. Wir wählen 
dafür den einfachen Buchstaben E und setzen also 



, 2 



Unser ursprüngliches Integral der zweiten Gattung (31) 
drückt sich nun leicht durch die Normalfoi'm aus. Man hat 
nämlich 

. o 1 — z/*(p , . « 1 + w Ä* — J^q> 



Digitized byLjOOQlC 



Abschn. IV. Von den drei Gattungen ellipt. Integrale. § 18. 69 
und erhält daher 



P 



'{m + ßin^ <p) dcp l + mk^ [* d(p 1 

-0 ~ *W^ ^ 



Jtp 



^(P dfPy 



oder mit den abkürzenden Zeichen 



Hiebei ist zu bemerken, dass, wenn man sagt, ein Inte- 
gral führe auf die zweite Gattung, dabei nicht ausgeschlossen 
ist; dass der Ausdruck auch die erste Gattung enthalten kann. 
Dasselbe gilt auch von der dritten Gattung. Sagt man, ein 
Integral führt auf die dritte Gattung, so kann der Ausdruck 
auch die erste und zweite Gattung enthalten. 

Von dem Integrale E^ (9) haben die elliptischen Integrale 
überhaupt ihren Namen erhalten, weil jenes Integral die Jjänge 
eines ellipti schen Bogens ausdrück t. Ist nämlich 

die Gleichung einer Ellipse, bezogen auf ihre Hauptaxen, und 
nimmt man a > b an, so erhält man nach den be&annten 
Eegeln den Bogen s der Ellipse ausgedrückt durch das 
Integral 

Ü 

und dieser ist dann von dem Scheitelt (Fig. 3) der kleinen 

Axe an gerechnet. Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen 

besteht hier, wie man sieht, aus 

vier reellen linearen Factoren, 

und zwar liegt x für reelle 

Punkte der EUlipse zwischen 

— a und + a. Die Reduction 

auf die Normalform ergiebt 

sich hier ohne Weiteres; denn 

man wird erreichen, dass jg? zwischen — 1 und + 1 liegt, 

wenn man 

— == 
a 

setzt. Da sich nun das Integral schreiben lässt 



Fig. 3. 
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so erhält man sogleich die gewünschte Form, wenn man 

setzt. Dann ist also der Modul gleich der numerischen Ex- 
centricität der Ellipse und daher ein echter Bruch. Man er- 
hält nun 

0«) (1 - k^z^) ' 



i^ 



und setzt man endlich 

z = sin 9, also a; = a sin g), 
so wird 

Demnach stellt in der That das elliptische Integral der zweiten 
Gattung j?i (g>) den vom Scheitel B der kleinen Axe an ge- 
rechneten Bogen BM einer Ellipse dar, deren halbe grosse 
Axe der Einheit, und deren numerische Excentricität dem 
Modul gleich ist. Die geometrische Bedeutung des^ Winkels 9 
ergiebt sich unmittelbar aus der Gleichung a; = a sin tp. 
Denn beschreibt man aus dem Mittelpunkte mit der halben 
grossen Axe einen Kreis, verlängert die Ordinate PJf, bis 
der Kreis in N geschnitten wird, und zieht ON, so ist BO^ 
gleich dem Winkel 9. Derselbe ist also das Complement des- 
jenigen Winkels, welcher in der Astronomie die excentrische 
Anomalie genannt zu werden pflegt. Für den elliptischen 

Quadranten BG wird g? == — , und daher der Quadrant = aE. 

Das vollständige elliptische Integral der zweiten Gattung stellt 
demnach einen elliptischen Quadranten dar. 

§ 19. 

Nachdem durch die ümkehrung des elliptischen Integrals 

der ersten Gattung die Einführung der eigentlichen elliptischen 

Functionen gewonnen war, wurde statt der ATllplitude 9 das 

Integral der ersten Gattung selbst, also wenn man wie früher 
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^(^)=/S = « 



setzt, die Grösse u das Argument für die elliptischen Functionen. 
Diese Grösse führte Jacöbi nun auch als Argument für die 
Integrale zweiter Gattung ein. Diese werden dann Integrale 
elliptischer Functionen, und man kann sie zum Unterschiede 
von den einfachen Functionen 

sin am u, cos am u, z/ am u, etc. 
elliptis,cheTraT^scende'nten nenn en. Da nämlich q)=amu 
und (nach § 4:) d(p ^= ^ am u du ist, so erhält man 



/ J(p dq> = I . 



z/2 am u du. 



Diese Function soll mit E (u) bezeichnet werden , so dass 
jBi (g?) = E (u) und 



/ 



J'^ amu du = E {u) 



ist. Das vollständige Integral tritt dann ein, wenn u den 
Werth K annimmt, daher ist auch 

K 

E=^rj'^amudu = E{K). 



Es ist von Interesse, auch diejenigen Integrale, welche die 
Quadrate der übrigen einfachen elliptischen Functionen ent- 
halten, durch die Transcendente E {u) auszudrücken. Um 
diese Ausdrücke zu erhalten, bilden wir zuerst die entsprechen- 
den Integrale in 9, ausgedrückt durch E^ (9). Nun ist 



/ sin' y dq> ■ C \ — d* (p dtp 
10 

/-j;'"'=i^(«p)-i^.(9>) 



(32) 



Daraus folgt sofort 

/ CO8« y d(p ^ — k'^ F (y) + Ej (<p ) ' .ggv 



<^9 
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Endlich hat man 



/ig* (p dtp ri — cos* cp d(p r d(p / ( 
J(p J cos* <p J(p ^ cos* (pJ(p J ^ 



dtp • 
J(p 

Hier kann nun die zweite der S. 67 entwickelten Reductions- 
formeln angewendet werden. Mit gleichzeitiger Benutzung 
von (33) erhält man dann 

Benutzt man ferner dieselben Reductionsformeln für die Fälle,, 
wo die Quadrate der trigonometrischen Functionen im Nenner 
stehen, und integrirt in den Fällen, wo die untere Grenze Null 
die Function unendlich machen würde, zwischen den Grenzen (p 

und Y, so ist 

also mit Benutzung von (32) v 

n 

/s$^ = <'«*g> ^q> + K-E-F{^) + E, (9). 

Ferner ist wie oben 

y 
(34)/ 33i^ = p tg 9, z/,, + ^'(9) - ;^ E, (9) 

/d(p Ä;* sin qp cos qp , ^ tr r ^ 



endlich 

n n_ n n 

2 2 ¥ y 

/ dtp ^ / M ~ sin« <p dtp ^ 7* dtp __ rdtp 
tg* qp dtp J sin* qp ^qp J sin* qp ^qp J dtp 

ip tp <p 9 

= cotg 9 ^g) + JSr— JE— 2^(9) + J5;j (g)) ^ K 
= cotg 9? ^q) — E -{- E^ (9?). 
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Führt man nun in diesen Formeln überall u als Argument 
ein ^ so erhält man folgende Formeln. 



f 



u 

/ 

u 

I 



jd'^ am II du == E (u) 
I sm^ amu au'=^ — W^ 

cos^ amu au=' J — ^— 

.0 -j ig am u J am u '- E (u) 
tg2 amu du = — ^ ^—^ 

Jdu Ä* sin am u cos am u ■ E (u) 
J^ amu Ä'* J amu ' Ic^ 



/ ^-j^ — - = cotg amu ^ amu 4- K — u — E 4- E (u) 

u 
u 

/ ' du tgamud amu-^-k'^u — E (u) 
cos* amu k'* 


K 

/■r-^ — == cotg am u d am u — E 4- E (u\ 
tg^amu ^ \ \ j 

u 

§20. 

Auf eine der im vorigen § gegebenen Formeln stützt 
sich der Ausdruck für die Länge eines Bggftns Mm^x Hyp^^l^^rl • 
durch elliptische Integrale, welche ebenfalls nur bis auf die 
zweite Gattung steigen. 

Drückt man die Gleichung einer Hyperbel bezogen auf 
ihre Hauptaxen in gewöhnlicher Weise aus, nämlich 

^ l!— 1 

so wird der gesuchte Ausdruck am .einfachsten hergeleitet, 
wenn man zunächst in dem Integral , das den Bogen der 
Hyperbel ausdrückt, die Ordinate y als unabhängige Variable 
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einführt. Man erhält dann durch eine leichte Rechnung für den 
vom positiven Scheitel an gerechneten Bogen S den Ausdruck 

* J V^^' + y'^ (^' + («• + *') y') * 

Hier sind, wie man sieht, alle vier linearen Factoren des 

ßadicals imaginär; zugleich ist die Veränderlichkeit von y in 

keine Grenzen eingeschlossQ^ , sondern y kann alle Werthe 

von — cx> bis + ^^ annehmen* Man kann nun leicht das 

Differential, abgesehen von dem Zähler b* + (a' + ¥) y\ auf 

die Form 

d^ 

bringen, und da nach § 12 alsdann einer Tangente gleich 
zu setzen ist, so darf auch ß alle Werthe von -^ 00 bis + 00 
annehmen. Zu berücksichtigen hat man nur (§ 12), dass A^ < 1 
werde. Man erhält nun zunächst 



-/; 



und wird dann sofort auf die gewünschte Form geführt, wenn man 

entweder ^ = z^ oder — S-— y^ = ^^ 

setzt. Allein aus den Betrachtungen des § 12 geht hervor, dass 
A^ in dem einen Falle grösser und in dem andern kleiner als 1 

werden wird. In der That, setzt man -^ = z'^, so wird ^ ^ y^ 

= — ^ — 0^ und daher A^ = ^ grösser als 1. Setzt man 
aber 

so wird ^ = ^j^, ^2 ^ also 



a« + 5« ' 

und dieser Werth ist kleiner als 1. Es muss also die letztere 
Substitution angewendet werden, und mit ihr erhält man 



6« r (1 + g«) dz 



S: 
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Nun ist femer zu setzen (§ 12) 

und dann erhält man nach leichten Keductionen 

Vi 






Der Modul ifc ist hier der reciprake Werth der numerischen 
iExcentricität der Hyperbel; ersetzt man die Aze h durch den- 
selben^ so ist 

ir5 



J^a^ + ft* 



= Ä, 



>^ a« + 5» 



= *-, 6 



&« 



damit wird dann ferner, weil y = t/ , , ,, ^, und jg? = tg^ war, 

y = ^tg^ (35) 

und 



8 






dip 



cos* 'tp dtp 



Substituirt man nun den unter (34) § 19 ermittelten Werth 
dieses Integrals, so erhält man, durch die Normalfermen der 
elliptischen Integrale ausgedrückt, 

S = ^igi,Jt + ^F(t)-^E,(t)' ' (36) 

Es bleibt jetzt noch übrig, die geometrische Bedeutung 
des Winkels ^ aufzusuchen. Aus dem Ausdruck (35) für y 

Flg. 4. 




und der Gleichung der Hyperbel folgt 

x = a}/l + ¥ng^t =^. 
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Bezeichnet ferner a den Winkel, welchen die Tangente ML 
(Fig. 4) im Endpunkte Jf des Hyperbelbogens mit der Abscissen- 
axe bildet; so ist 

oder, wenn man 6, Xy y durch ä;, ife', ^ ausdrückt, 

^ Ä Sin -0 

und hieraus folgt 

cos a = Ä sin ^ sin a = z/^. 
Die Tangente ML möge die Abscissenaxe in P durchschneiden, 
bezeichnet ferner den Mittelpunkt der Hyperbel, so ergiebt 
sich leicht (z. B. durch Betrachtung der Gleichung der Tangente) 

X 

Fällt man nun endlich aus dem Mittelpunkte ein Perpen- 
dikel OL auf die Tangente, so ist 

/\T r\-n • a* sin a 
OL «= OP. Sin « = : 

X ' 

substituirt man aber darin die obigen Ausdrücke für sin a und Xy 
so folgt 

OL = a cos ^. 
Dadurch ergiebt sich die Bedeutung von ^. Beschreibt man 
nämlich aus dem Mittelpunkte O der Hyperbel einen Kreis mit 
der Halbaxe a als Radius, und nennt Q den Punkt, in welchem 

Fig:. 4. 




die Tangente ML diesen Kreis schneidet, so st 0^ = a, und 
daher ^ der Winkel, den OQ mit dem Perpendikel OL bildet, 

f^QOL. 
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Aus dem Yorstehendeu lässt sich auch die geometrische Bedeu- 
tung des ersten Gliedes ^ tg ^ ^ ^ in dem Ausdrucke (36) für 

den Hyperbel bogen herleiten und zeigen, dass derselbe das 
Stück i -Sf der Tangente, welches von dem Berührungspunkte M 
und der aus dem Mittelpunkte gefällten Senkrechten OL be- 
grenzt wird, ausdrückt. Denn man hat 

LM = LP + PM =0P' cos a + ^^^^^ 

• • C08 a 

X OPsin*« 

cos a cos a ' 

Substituirt man nun für OP sin a, sin a, cos «, x die oben 
gefundenen Ausdrücke, so ergiebt sich 

y -nM- o Jip g cos tft Jtjf 

Ä sin ^ cos ip Ä sin ^ ' 

und daraus 

LM=^igt^tl;. 

§ 21. 
Die dritte Gattung. 

Die dritte Gattung entspringt aus dem dritten der S. 65 
unter (30) aufgestellten Integrale, nämlich 

dqt , 



ß 



Wir sahen schon- § 17, dass dieses Integral für gewisse spe- 
cielle Werthe von m nur auf die zweite Gattung führt. Wenn 
aber m beliebig sein kann, tritt jener Fall nicht mehr ein, 
sondern man erhält eine neue Gattung elliptischer Integrale. 
Diese hängen daher ausser von der Amplitude q> und dem 
Modul noch von einer dritten Grösse ab. Als Normalform 
hat nun Legendre die folgende 



dtp 



J (1 + n sin« g>) J(p 





gewählt, dieselbe mit 77 (y, w) bezeichnet, und die neu hin- 
zukommende Grösse n den Parameter^es Integrals genannt. ^-<(. /»•'/'' 
Da Jacobi das Zeichen TT T&eibehälteri , aBer in gänzlich ver- ' ^ 

änderter Weise angewendet hat, so wollen wir, um die Ver- 
wirrung der Zeichen zu vermeiden, die Legendr^scke Nor- 
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malform der elliptischen Integrale dritter Gattung 
mit 77j bezeichne n, also s etzen 

'9 




— .^ ■ , , = 77. (op, «) 






Das obige Intögräl reducli'l "ffitsb-selirieicKt auf dieses, denn 
da m + sin^ y = m (1 -| sin^ y) ist, so erhält man sofort 



^ (w + sin* q>) 'dtp 




dxp 



iM'f'i) 



Die Form, welche Jacobi als die Normalform für die 
elliptischen Integrale der dritten Gattung wählte, indem er 
auch diese als Integrale elliptischer Functionen darstellte, ist 
folgende. Er setzte 



u 



k^ sin am a cos ama J am a sin' amudu „ r ^ 

— * 7» ■ , ^-i = 77 (u, a) . 

1 — Ä* sm* am a sm* am u \ ; / 



Der Zusammenhang derselben mit der Legendre'schen Form 
ergiebt sich folgendermassen. Da man hat 

1 ^ 1 __ ^ sin* y 

1 -\- n sin* €p 1 + n sin* g? ' 

SO ist 

/\ 
dqp T^/ N / n sin* y dtp 
(i + n sin* (p) Jq>~'^ ^^^ J {l + n sin* tp) Jcp ' 

Jacobi gab nun der dritten Gattung in dem Falle eine reelle 
Form , wenn der Parameter n ein negativer echter Bruch und 
absolut genommen kleiner als A^ ist, indem er setzte 

n := — Jc^ sin^ am a ; 
und nach Jacobi nennt man jetzt di e Grosse g denP ara- 
meter. Führt man nun u und a statt 9p und n in die letzte ' 
Formel ein, so 'erhält man 



'amu 



n / \ I / ^* sm* am a sin* am u ( 

^ ^^ ' ^ I ^ 1 _» A;«sin* am a sm* an 


und folglich 

77i (9, n) = u + ^^^n(u, a), [n = --• ¥ sin^ am a] , 
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wodurch der üebergang von der Legendre' sehen zur Jacobi- 
sehen Normalform gegeben ist. 

Aus der Definition der Transcendenten 11 folgen sogleich 
einige Eigenschaften derselben; zunächst ist 

77(0, a) = 0. 
Da femer (§ 7, S. 17) 

sin am iL = 1 , cos am Z^ = 0, ^ amK = Je, 
so folgt 

n{UyK) = (37) 

Für a = iK' werden sin am a, cos am a und ^ am a un- 
endlich gross, also ist auch 

n(u, iE') = oo. 
Endlich ist (§ 10, S. 29) 

sin am {K + iK') = jr, cos am (K + iK') = + jj. ^ 

Jam{K+iK') = 0, 
mithin 

77(M,2r+iiC') = 0. 

Um den Werth der Transcendenten 77 für den Werth K 
des Arguments u zu ermitteln, müssen wir zuerst einen 
wichtigen Satz beweisen, der in einer Relation besteht, die 
sich ergiebt, wenn man das Argument u mit dem Parameter a 
vertauscht. Diese geht aus der Betrachtung der identischen 
Gleichung 

niu,a)-uE («) -J /'^^^t^a"/^^"" du da • (38) 



hervor. Denn man hat 

dn (u, a) k* Bin am a coa am a d ama sin' am u 

du ' 1 — Ä* sin* am a sin* am u 

d^n (m, o) Ä;- sin* amu 

du da l — k^ sin* am a sin* am u 

[cos* am a z/* am a — sin* am a z/* am a — Ä* sin* am a cos* am a] 
, 2Ä;* sin* am u sin* am a cos* am a d^ ama 
• [i — k^ sin* am a sin* am t*]* 

Ferner 

-L_U2 = ^(a) nnd^-^-^ = -^^ = J^ama. 
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Bildet man nun den rechten Theil der GL (38), so erhält 
man nach einigen Reductionen 

n {u,d) — uE{a) 

u a 

/Y*^* «w a z/^ aw t< + Ä; * sin* am a COS« am a sin' aww COS* am« , , 

JJ (1 — Ä:* sin* am a sin« am w)* 

u 

Nun ist ersichtlich, dass der Ausdruck rechter Hand'unge- 
.ändert bleibt^ wenn man a mit u vertauscht. Daher muss 
auch, der Ausdruck links bei dieser Vertauschung ungeändert 
bleiben. Man hat also 

n (m, a) — uE{a) = 77 (a, u) — aE{u) 
oder 

77 (w, a) =n(a,u) -\- uE{a) — aE(u) . 
Diese Gleichung zeigt, dass man das Integral der dritten Gat- 
tung auf ein anderes zurückführen kann, in welchem das 
Argument und der Parameter mit einander vertauscht sind. 
Hieraus ergiebt sich nun ein Ausdruck für das Integral 

dritter Gattung für den Werth y der Amplitude, oder, was 

dasselbe ist, für den Werth K des Arguments. Denn da 
nach (37) 77 (a, JST) = ist, so erhält man, wenn man in 
der vorigen Gl. K statt u setzt, 

77 {K, a) = KE{a) — aE . 
Für den Werth K des Arguments reducirt sich also die Transcen- 
dente 77 auf die zweite Gattung. 



Fünfter Abschnitt. 

üeber eine Substitution der zweiten Ordnung zur 

Reduction der elliptischen Integrale auf die 

Normalform. 

§ 22. 

Wir gehen jetzt zu der Betrachtung einer Substitution 
der zweiten Ordnung über, für den Fall, dass die Grösse unter 
dem Quadratwurzelzeichen aus lauter reellen linearen Factoren 
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besteht. Diese Substitution ist einer besondern Aufmerksam- 
keit werth, einmal y weil sie in vielen Fällen einfachere Resul- 
tate liefert, als eine Substitution der ersten Ordnung, dann 
aber, weil wir hier die Quelle finden werden, aus welcher die 
in den §§ 8 und 10 angewendeten Transformationen fliessen, 
und die uns dann auch dazu führen wird, die elliptischen 
Functionen mit einem Modul, der grösser als 1 ist, oder mit 
imaginärem Modul auf elliptische Functionen mit reellem 
Modul, kleiner als 1, zurückzuführen. 

Bezeichnen wir wieder wie früher mit 



/ 



dx 
B 



das zu transformirende Integral, worin 

JB = yA {x — p) {x — q) {x — r) {x — s) 
gesetzt sei, so ist dieses Integral auf die Form 

Jv^^W(^^^) ' ' ' ' ' ^ ^ 

zu bringen. Dieses kann nun durch eine Substitution von 
der Form 

'-U^ w 

geschehen. Man kann nämlich den Ausdruck (39) leicht in 
einen andern umwandeln, in dem e^ die Variable ist. Setzt 
man nämlich 

und nimmt an, dass der positiven Wurzel aus y gleich sei, 
so wird 

mithin 

dz . dy 

Dadurch erhalten wir unter dem Wurzelzeichen einen Ausdruck 

vom S^**" Grade, welcher für die Werthe 0, 1 und ^, von y 

verschwindet. Die 4^« Wurzel der Gleichung y{\—y){l — Jc'^y) 
«« können wir alsdann, wie früher (§ 14) erwähnt worden 
ist, als unendlich gross ansehen. Demnach sind « 

Durdge, ellipt. Functionen. 3. Aufl. G 
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0, 1, ^, cx) 

die Werthe von j/, welche den Werthen 

p, q, r, s 
von X entsprechen müssen; und wir wollen annehmen, dass 
dies auch in der angegebenen Reihenfolge der Fall sei. Da- 
mit k'^ ein echter Bruch werde, haben wir nur ^ zwischen 

1 und <x> liegend anzunehmen, und damit y oder ^^ ein echter 
Bruch bleibe, hat man an die Stelle toji p und q, welche 
den Werthen und 1 von y entsprechen sollen, diejenigen 
beiden Wurzeln der Gl. JJ^ «a zu setzen, zwischen welchen 
die Grenzen des Integrals liegen. Es greifen hier wieder 
die Bemerkungen des § 13 Platz, und in derselben Weise 
wie dort bestimmt man, welche Wurzeln man an die Stelle 
von r und 5' zu setzen hat. Auch ergeben sich hier wieder 
in jedem Falle zwei Substitutionen,(indeth bei_d er eineiig x und y 
gleichzeitig abnehmen oder wachsen, bei der anderen nicht. 
Substituirt man nun in die Gleichung (40), die, durch y 
ausgedrückt, lautet 

^ ^ a+hy , 
c + dy^ 

nach und nach die Werthe p, q, r, s von x und die ihnen 

entsprechenden Werthe 0, 1, ^, cx> von y, so erhält man 

vier Gleichungen , die zur Bestimmung der drei Verhältnisse 
der Grössen a, 6, c, d und des Werthes von Ä^ ausreichen. 
Man erhält dadurch nämlich 



a 


y^ — c + d> 


*«« + & 


-^ 


e' 



Indem man in die beiden mittleren Gleichungen die aus der 
ersten und vierten folgenden Werthe 

a = pCy b = sd 
einsetzt, ergiebt sich 





* c + d - , . ^' 

' C 


und daraus 






d _p-q^ 
C q - 8 
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Ebenso erhält man 

k^pc + sd 



k*P+s'^ 



und daraus 






F(r-p) = (s-r)|^J, 



Ferner erhält man 



X' 



F 



pc + sdy 
' c + dy 



. Gp — g ) (^ — g) , 



i + ^^y' 



(41) 



^ ^ p (g — g) + g (i> — g) y 
g — » + (jp — g) y 
und dann, wenn man der Kürze wegen den Nenner 

a — s + {p — q)y^N 
setzt, 

^ (p-g)(g-g)-(jp-g)(g— g)y_(p ~g)(g — g)(i~y) 

(p-r){g-8)—{r-s){p-q)y _{p —r)(q-s)(\—1(^ y) 

x — r -^ j^ 



(42) 



X — s = 
also 



(P - g) (g — s) 
N 



(43) 



A{x — p)(x — q) (x — r) (x — s) 

— _ ^(P- g)' (P -r)(p- sy ( q-syyjl -y)(i-k^y) 

Ferner wird 

^^^ [(g-g) + (p-g) y ] 8(p-q) -[ p (g-s)+ s (j> -g)y] (p-g) ^ 

_ (p-g)(g~g)(p— ») , 



JV« 



^dy, 



also 



dic« 



dy^ 



(44) 



-4<aj-i))(a;-.g)(aj-r)(Ä;-s) - J.(^— r)(g[-s) 2/(l~y) (1-^*2/) 

^ 4 dJjE?« 

-J.(p-r)(y~«)'(l-;3*r(l-A;«£^)J 
wovon die positive oder negative Wurzel zu nehmen ist, je 
nachdem x mit y gleichzeitig wachsen soU^ oder nicht. 

6* 
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Aus den Formeln (43) kann man auch durch Division 
die folgenden ableiten: 





X — p 
x — s 


■'^ly. 


x—q_ 
X— s 


J-^!(i-!'). 


x — r 

X— 8 


'^.i^ -'■'»• 


und erhält, wenn man 




y = Z^ 


= sin^ 9, 


also 




1 _ J/ = cos^ Cp 


, 1 - k'^y = ^^' 


setzt, daraus 






sin^ 9? = - 


q-'8 x — p 
p — q X — 8 


(45). ."• . . 


cos^ 9 = 


p — 8 X — q 
p — q X — 8 




z/2 9== 


p— 8 x — r 
p — r X — 8 



Sind die Wurzeln der Gleichung JB^ = wieder wie früher 

^^ ßy Yy ^; ^O dass 

« > /3 > y > «, 

so hat man folgendes Schema der einandflr entsprechenden 
Werthe: 

1) z'^ und X nehmen gleichzeitig zu 

^2 = 0, l,p,(X) 

a > X > ß X =: ß, a, dy y A negativ , 

y, ß, a, d Ä positiv, 

^^y^ ßj « -4 negativ, 

d > iC od. a; > a a, d, y^ ß A positiv. 

2) 0"^ wächst, während x abnimmt 

p, q, r,s 
cc > X > ß a, ß,y, d A negativ , ^ 

ß>x>y ß,y^8,a ^positiv, 

. y > x> 8 y,d,a,ß A negativ , 

d > xod.x > a dy a, ß, y A positiv. 
Dieses Schema zeigt; dass in allen Fällen, wo es sich um 



ß> oc>y 
y > X > d 
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ein reelles Integral handelt, sowohl der Ausdruck — Ä(p — r) 
(S — ^)> *ls auch der für Jc^ positiv wird. 

Um die Anwendbarkeit dieser Transformation der zwei- 
ten Ordnung zu zeigen, wollen wir das Integral, welches in 
der Pendelaufgabe die Zeit angiebt, noch einmal vornehmen. 
Wir fanden für dasselbe § 15 (19) 



'=-/S/, 



dx 



worin a? = cos ^ und a = cos a gesetzt war, und ^ die zur 
Zeit t stattfindende, und a die grosste Ablenkung des Pen- 
dels von der Verticallinie bedeutet. Es war im § 15 gezeigt 
worden, dass bei dieser Substitution, cos^ = ii;, eine Trans- 
formation der ersten Ordnung nicht auf die einfachste Form 
führt, dass man vielmehr bei Anwendung einer solchen sin ^^ ^ 
als neue Variable einführen musste. Wir wollen nun zeigen, 
dass das vorstehende Integral durch die Substitution der zwei- 
ten Ordnung die einfachen Formeln liefert. Als Wurzeln des 
Kadicals sind hier der Grösse nach geordnet anzunehmen . 

+ 1, a, — 1, <x>, 
und X Hegt zwischen 1 und a. Will man nun bewirken, dass 
0^ wächst, während x abnimmt, so hat man nach dem letz- 
ten Schema zu setzen 

^ = 1, 2 = a, r== — 1, 5 = cx>, 
und erhält dann nach (41) 

Jc^ = "7 = "~ = sin^ ^a, also k = sin {a. 

Ferner nach (45) 

g^ =s sm^ o) = — :; = =s . ^y , mithin 

^ 1 — a 1 — cos a sin* f a ' 

sin ^i; = sin ^a sin q> ; 

endlich nach (44) 

dz^ . 4<?g« 

— (a; — 1) (a; — a) (a? + 1) ~ + 2 (1 — z^) (1 — k^z) ' 

und da die negative Wurzel zu nehmen ist, weil x und 
nicht gleichzeitig wachsen, 

dx __ yj dz 



y^{x-l) ix- a)lx + 1) K(i — z^) (1 - k^^) ' 
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endlich, weil q> = wird für a? = 1, 



i/L 1 ^y ^ 

r 9 J Kl-Ä:«Mn«9)' 



t 

r y 

u 

welches die im § 6 und dann wieder im § 15 gegebenen For- 
meln sind. 

§23. 

Die im Vorigen auseinandergesetzte Methode erlaubt eine 
sehr wichtige Anwendung auf die Verwandlung eines Inte- 
grals von der Form 

^ ^ JyW^w^^^' 

welches zwar scheinbar die Normalform besitzt, in welchem 
aber der Modul A^ sowohl grösser als 1, als auch negativ, 
A selbst also auch imaginär sein kann, und in welchem auch 
die Grenzen der Integration die Werthe — 1 und + 1 über- 
schreiten. Wir werden dadurch zu den Formeln der §§ 8 
und 10 geführt werden, zugleich aber auch Relationen er- 
halten, mittelst welcher elliptische Functionen, deren Modul 
grösser als 1, oder imaginär ist, auf elliptische Functionen 
mit reellem Modul, der ein echter Bruch ist, zurückgeführt 
werden. 

Verwandelt man nämlich das Integral (46) ähnlich wie 
(39) in eines, das v^ als Variable enthält, indem man 

v^ === X 
setzt, so erhält man: 

/• dv =, 1 /*_ ^^ 

Als Wurzeln des Radicals sind hier die Werthe 
ÄJ = 0, 1, f,, cc 

anzusehen. Diese kann man nun auf 24 verschiedene Arten 
den Werthen 

y = 0, 1, ^,, cx> 

entsprechen lassen. Diese 24 Anordnungen theilen sich in 
3 grosse Gruppen, zu je achten; nämlich 



Digitized by VjOOQlC 



g ^n. V. Ueber eine Substitution der i^eiten Ordnung etc. § 23. 87 

-jg zwischen 1 und oo, so ist A^ < 1, 
- 1 , so ist A2 > 1 , 
- — oo - 0, so ist A^ negativ, also A imag. 

5er 3 Gruppen besteht wieder aus zwei Theilen: in 
m wachsen x und y gleichzeitig, in dem andern 
/, während x abnimmt. Die 4 Anordnungen jedes 
tzteren Theile entstehen endlich durch cyclische Ver- 
ucbuoi^uuAig der Element'e einer dieser Anordnungen. Dadurch 
wird die Aufeinanderfolge nicht geändert, sondern nur be- 
wirkt, dass nach und nach jedes Intervall der Werthe von x 
einem anderen Intervalle der Werthe von y entspricht. Hie- 
nach erhält man nun folgende Tabelle: 



y 



2?^ = 0, , 1, ^, 00. y nimmt zu. 



^ x = v^= i?, g, r, s 

1) x = v^= Oy 1, l^»^ 

2) l,-^;Oo,0 

3) i,oo,0, 1 

4) oo, 0,1,-i 



X nimmt zu 



— ^ 

5) 


<x>,Yt, 1, 




6) 
7) 


i, 1, 0, oo 
1, 0, oo, Jj 


X nimmt ab 


8) 


0, oo. |„ 1 . 


/ 


9) 


0, ^, l,oo 


10) 


^, 1,00,0 
1, oo, 0, -J^ 


. X nimmt zu 


12) 


<x>, 0,^, 1 





A*<1, 



A»> 1, 
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13)a; = »2 = oo, 1. |^, 



14) 
15) 
16) 



1, 75, ,0,0c 
0, '»» 1» li , 



' X nimmt ab 



• -1^ > 1 , 



17) 


0. 1, 00,^ 




18) 
19) 
20) 


1, 00, ^, 
<»>7i. 0, 1 
ji, 0, 1, CO 


X nimmt zu 



21) 
22) 
23) 
24) 



^,00, 1, 
<x>, 1, 0, ^ 

0, y„ CO, 1 



. X nimmt ab 



> P negativ. 



Wir stehen davon ab, alle Formeln, welche sich aus der 
vollständigen Anwendung sämmtlicher 24 Fälle ergeben, hjgr 
aufzustellen , zumal wir dabei auf schoiv Bekanntes stossen, 
und Wiederholungen sich einstellen würden. Wir ^wählen 
vielmehr Einiges als das Wichtigste aus, was dann die Art der 
Anwendung des obigen Schema zur Genüge erläutern wird. 

Bei der Normalform des elliptischen Integrals erster Gat- 
tung werden die positiven Werthe der Variablen durch die 

Werthe 1 und y, für welche die Quadratwurzel verschwindet, 

in Intervalle getheilt. Nun wissen wir schon, dass der Werth 
des zwischen den Grenzen und 1 genommenen Integrals 
gleich dem vierten Theil des reellen Periodicitätsindex ist. 
Es entsteht daher die Aufgabe, die Werthe des Integrals für 

die Grenzen 1 • • y und y • • oo zu finden, um diese zu be- 
stimmen, brauchen wir nur in unserem Schema diejenigen 
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Transformationen herauszusuchen, bei welchen x alle Werthe 

von bis 1 durchlauft, während y einmal von 1 bis ^ und 

dann von ^ bis <x> sich bewegt. Diese finden sich in Nr. 4 

und Nr. 3. Stellen vnr daher für diese beiden Transforma- 
tionen die Formeln zusammen. 

Nr. 4. y=l ^, 

x^O 1. 

Hier ist p = cx), ? = 0, r=l,5 = -r2, daher nach (41) 

&2 = \ = 1 _ A2, also A = h\ 

dann nach (44) 

ds^ 1 dy* 



und 

1 *» 
1* dx ^ /• dy 

J yx{i-x)(i-k'^x) J Vy{y-\){i--k^y) ' 

1 

Führt man nun v und z statt x und y ein, so ergiebt sich 



Nr. 3. 



1 
k 


de 


*«««) 


iÄ". • . 


3. 


1 


••oo, 






«=0 . 


•• 1, 




1 




y=x=0, 


s=l, 


da? 


1 




dy* 



(47) 



folglich 



oo 

r dz 



= K. 
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Die nämlichen Ausdrücke hätte man auch aus Nr. 6 und Nr. & 
erhalten können. Auch würden die Formeln (45) in jedem 
Falle die nöthigen Substitutionen liefern. Das obige Schema 
gewährt überhaupt den Nutzen, die zu einem bestimmten 
Zwecke dienenden Substitutionen mit leichter Mühe auffinden 
zu können. So ergeben sich hier z. B. die § 8 und § 10 an- 
gewendeten Substitutionen 

... . cos tft 

slny = ^tg^, sm9 = -^. 

Setzt man nämlich wie früher sin* ^ = y und ausserdem 
sin* ^ = a;, so lautet die erste Formel 

und zeigt, das y von bis — oo abnimmt, während x von 
bis 1 wächst. Daraus ergiebt ,sich, dass man, um zu dieser 
Formel zu gelangen, Nr. 8 anzuwenden, also ^ = 0, g = oo, 

^ = Ti; ^ = 1 zu setzen hat; damit ergiebt sich A = Je, und 

die Formeln (45) ergeben die Formeln des § 8. 

Bei der andern in § 10 angewendeten Substitution ist 

Während cc von bis 1 wächst, nimmt also y von 1 bis ab. 
Folglich ist Nr. 7 anzuwenden, wodurch man die Formeln (15) 
§ 10 erhalten würde. Aehnlich könnte man die sämmtlichen 
Formeln des § 10 hieraus wieder erhalten, wobei freilich die 
Vorzeichen noch besonders ermittelt werden müssten. 

§ 24. 

Die obige Tabelle liefert uns auch das Mittel, Moduln 
in Betracht zu ziehen, welche grösser als Eins oder rein 
imaginär sind, nämlich sie liefert uns diejenigen Substitutionen, 
durch welche elliptische Integrale mit solchen Moduln auf 
elliptische Integrale mit echt gebrochenem Modul reducirt 
werden. Geht man dann durch Umkehrung der elliptischen 
Integrale zu den elliptischen Functionen über, so liefern die 
nämlichen Substitutionsformeln auch die Beziehungen, mittelst 
welcher elliptische Functionen mit unecht gebrochenem oder 
rein imaginärem Modul auf elliptische Functionen mit echt 
gebrochenem Modul reducirt werden. 
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In der Tabelle beziehen sich nun Nr. 9 bis 16 auf Moduln, 
die grösser als Eins sind. Wir brauchen nur den ersten dieser 
Fälle, also Nr. 9 zu betrachten. Darin ist 

ß = 0, 2 = ^„ r= 1, 5 = cx). 
Damit ergiebt (41) 

y? =5 -— , also ^ = t5 

es ist also A der reciproke Werth des als echt gebrochen 
vorausgesetzten Moduls Ä; ferner erhält man aus (45), wenn 
man zugleich X'= sin^ ^ setzt, 

X— - 

i« \ / 

^2 fp __ ^^^— = 1 — ^ = COS^ ^, 

oder 

sin ^ = Ä sin g? , cos ^ = Jq), J (t, -%) = cos g) • (48) 

Endlich liefert die Formel (44) 

x^x-- k^) {X -1) = y{i-y) (i-^' 
und da a? und y gleichzeitig von an wachsen, 

X V 

\_ r dx ^ /* dy 

^JV'x(C:^^^^^ Jl/Vä^yÜi-'^k^y'y 

oder wenn man zugleich v^ = x und is'^ =^ y einführt, 



r dv _ ^ r dz 

oder auch 



(49) 



'^ 



/ d'0 _ T. rd^ 
^(». r) ~ / ^' 

Hierdurch ist das elliptische Integral mit dem Modul j (grösser 

als Eins) zurückgeführt auf das elliptische Integral mit dem 
Modul k (kleiner als Eins). 
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Um nun zu den entsprechenden Formeln für die elliptischen 
Functionen zu gelangen ; setzt man 



9 

rdcp 



= u 



J Jg> 

ü 



SO ist erstlich q) = am u, sodann aber 

/ , ^ .. = Äw, und daher ^ = am (huj xj • 

-i <^^ *) * 

Substituirt man dies in die Formeln (48) ^ so erhält man die 
gesuchten Beziehungen zwischen den elliptischen Functionen, 
nämlich 

sin am l'kuy ^ | == ä sin am u 
(50) ... cos am (iku, ~\=^ J amu 
J am i Jeu, ^ j = cos am u 

um auch den Werth des vollständigen Integrals für den 
Modul j- zu erhalten, brauchen wir nur aus Nr. 9 der Tabelle 
zu entnehmen, dass z^ die beiden Intervalle von bis 1 und 
von 1 bis ^ durchläuft, während v^ sich von nach 1 be- 
wegt. Man erhält daher aus (49) 

/• dv ^ , r dz 



I 7, r dz 



Tc^z^)> 



also mit Berücksichtigung von (47) 

1 

Dasselbe Resultat hätte man auf ganz anderem Wege auch 
aus der ersten der Formeln (50) ableiten können. Das voll- 
ständige Integral ist nämlich dasjenige Argument der Function 
Sinus Amplitude, für welches die letztere den Werth 1 an- 
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nimmt. Nun zeigt aber die erste der Formeln (50), dass 
sin am ( Äw, x) den Werth 1 erhält, wenn sin am u = t 

ist, und dies tritt nach S. 29 ein, wenn ti = K '\- ilC ist. 
Demnach ist 

sin nm fk {K + i K')y Ik ) "^ ^ ' 

und folglich h {K -{- i K) der Werth des vollständigen Inte- 
grals für den Modul x» Man kann dies auch so ausdrücken: 

Wenn ^ in ^^ übergeht, so geht K m h {K -\- iK) über. 

Wir wenden uns nun zur Betrachtung rein imaginärer 
Moduln. Diese treten in Nr. 17 bis 24 unserer Tabelle auf. 
Wir ziehen es aber vor, diesen Fall direct zu erledigen, da 
er Gelegenheit giebt, noch einen andern Punkt zur Sprache 
zu bringen. Bildet man nämlich das Complement des vorhin 

betrachteten Moduls ^ , so ist dasselbe gleich 



V 



j _ ji^ ^ KA;« - 1 _ iTc 



k^~ k ~ k> 
und liefert daher einen rein imaginären Modul. Nun kann 
man aber (nach § 8) zu den elliptischen Functionen mit 
complementärem Modul übergehen, wenn man das Argument 
rein imaginär werden lässt. Wir werden daher zu den ge- 
suchten Beziehungen gelangen, wenn wir in den Formeln (50) 
zuerst das Argument u in iu übergehen lassen und dann mit 
Hülfe des § 8 die Functionen mit imaginärem Argument in 
Functionen mit reellem Argument und dem complementären 
Modul verwandeln. Man setze demnach in (50) zuerst iu statt u, 
so erhält man , wenn man zugleich noch die Formel für die 
Tangente hinzufügt, 

sin am [ihu^ -jr- j = Ä sin am iu, 
cos am liJcu, -j-j = z/ am iu, 

J am \%ku, yj = cos am iuy 

tg am Ufcw, -^j 



k sin am iu 
ä am iu 
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Wendet man nun hier sowohl auf der linken, wie auf der 
rechten Seite die Formeln (12) des § 8 an, so ergiebt sich, 

indem -^ das Complement von , ist, 

i tg am Ucu, ^j = iTc tg am (w, k'), 
1 J am (ti, Tc) 

JamUcu, ^j - 

i sin am (hu, *fj = *^f "7^ , 

und hieraus 

k sin am (w, Ä;') 



sm am 



(*«'t) = 



-J am (t*, k') ' 



(7 iÄ;\ COB am (u,k) 
' Ä / z/ am (t*,.Ä ) ' 

z/ am (ku, V ) = ^ — 7 — r^y 

tg am Iku, V ) = Ä; tg am (w, k'). 

Den Werth des vollständigen Integrals für den Modul -^ 
ermitteln wir hier in ähnlicher Weise wie vorhin bei dem 
Modul -r-. Man erhält nämlich aus der ersten Formel für 

sin am (am, ^j den Werth 1, wenn man u^=K setzt; 
denn da 

sin am {K\ Ä') = l/ -^ «^ (^; *') = * 
ist, so ist 

sin am (kK\ ^) = 1, 
und folglich ist kK der Werth des vollständigen Integrals 



für den Modul ^, d. h. 



^^ ^kK. 
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Mit Berücksichtigung des Früheren kann man nun Folgendes 
als Resultat aussprechen: 

Wenn h in -^ übergeht, 

so geht y über in Vj 

ferner K in h {K+iK), 
und K in hK. 



Sechster Abschnitt. 
Das Additionstheorem. 

§ 25. 

Wir gehen nun zur Betrachtung derjenigen Eigenschaft 
der elliptischen Integrale über, "welche historisch den Aus- 
gangspunkt für die Entwickelung der Theorie gebildet hat, 
zudem sogenannten Additions theo rem. Dieses lässt sich, 
vorerst allerdings noch in beschränkter Weise, folgender- 
massen aussprechen: „Wenn man zwei elliptische Integrale 
erster Gattung mit gleichem Modul addirt, so ist ihre Summe 
wiederum ein elliptisches Integral mit dem gleichen Modul, 
und zwar so, dass die obere Grenze des letzteren Integrals 
eine algebraische Function der oberen Grenzen der beiden 
ersten Integrale ist." Oder, wendet man die Legendre'sche 
Bezeichnung an, so kann man sagen : Die Summe der beiden 
Integrale F (<p) und F (^) ist einem solchen dritten Integrale 
F (e) gleich, dass zwischen den trigonometrischen Functionen 
der drei Amplituden 9>, ^ und 6 eine einfache algebraische 
Relation besteht. Daraus wird sich dann ergeben, dass die 
elliptischen Functionen der Summe zweier Argumente auf 
einfache Weise algebraisch durch die elliptischen Functionen 
der einzelnen Argumente ausgedrückt werden können. 

Diesen Satz entdeckte zuerst Fagnano*) an dem speciellen 

•) Fagnano de Fcigncmi, Metodo per misurare la lemniscata. 
(Giomale de' letterati d'Italia. 1718.) Die in diesem Journal ent- 
haltenen Abhandlungen sind später unter dem Titel: Produzioni 
matematiche, 1750, gesammelt herausgegeben. 
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• 

Integral, welches den Bogen der Lemniscate ausdrückt (§ 16) 
und lehrte dadurch die Bögen dieser Curve addiren. Alsdann 
bewies denselben E%ler*) für das allgemeine elliptische IntiC- 
gral der ersten Gattung, und Laffrange**) gab später eine 
sehr elegante Ableitung dieses Theorems, wodurch er Euler's 
Bewunderung in hohem Grade auf sich zog. 

Es wird zum Verständniss des Folgenden forderlich sein, 
wenn wir dieselben Betrachtungen, die uns zu dem Additions- 
theorem führen werden, zuerst in der Trigonometrie anstellen, 
und dadurch auf einem 7on dem gewöhnlichen ganz ver- 
schiedenen Wege zu der bekannten Fundamentalformel der 
Trigonometrie gelangen. Um aber zunächst diesen einzu- 
schlagenden Weg erst auszumitteln, gehen wir von letzterer, 
nämlich von der bekannten Formel 

sin (w + v) = sin u cosv -{- sin^v cos u 

aus. Aus derselben ergiebt sich die entsprechende Formel 
für die Arcus Sinus, wenn man 

sin u = x^ sin t; = y, 
also 

cos u = j/l — x^^ cos V = ^1 — y^, 
und ausserdem noch 

c = x j/1 — y2 + y y\ __ a;2 
setzt. 

arc sin a? -f- arc sin y = arc sin c. 

Drückt man nun die Arcus Sinus durch die sie darstellenden 
Integrale aus, so lässt sich die vorige Gleichung so schreiben : 

X V c 

de 



Daraus erhellt, dass das Integral, welches den Arcus Sinus 
darstellt, die im Additionstheorem ausgesprochene Eigenschaft 
besitzt: dass nämlich die Summe zweier solcher Integrale 
einem dritten ähnlichen Integrale gleich ist, von der Be- 
schaffenheit, dass die obere Grenze c des letzteren eine alge- 



*) Eüler^ lustitutiones calculi integralis. I. Seci 2. Gap. 6. 
**) Lckgrange, Theorie des fonctions. I. § 79 ff. 
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braische Function der oberen Grenzen x und y der beiden 
ersten Integrale ist^ nämlich 

c = xyi--y'^ + yy\ — x\ : . . • (2) 
Nun ist aber die Gleichung (I) nichts anderes, als das 
vollständige Integral von folgender Differentialgleichung: 

Ä + Fi%=.-»' • ■ ■ ■ • <^> 

and c die willkürliche Constante der Integration. Denn inte- 
grirt.man diese Differentialgleichung Glied für Glied, und 
nimmt eine willkürliche Constante C so, dass die unteren 
Grenzen der beiden Integrale Null sind, so erhält man 

fyJh+fy^. = 0. .... (4) 



Diese Constante C kann man aber durch eine andere Con- 
stante c ersetzen. In der Differentialgleichung (3) ist näm- 
lich jede der beiden Veränderlichen x und y als eine Function 
der anderen zu betrachten; jedem Werth der einen entspricht 
daher ein Werth der andern. Bezeichnet man nun mit c 
denjenigen Werth von y, welcher dem Werthe x = ent- 
spricht , und setzt diese Werthe in die Integralgleichung (4) 
hinein, so erhält man, weil für x= das erste Glied ver- 
schwindet, 



und damit die Gleichung (1). 

Die Gleichung (2) , die die Relation zwischen den oberen 
Grenzen der drei Integrale ausspricht, ist aber auch nichts 
anderes , als eine vollständige Integralgleichung der Differen- 
tialgleichung (3); denn sie ist eine endliche Gleichung, welche 
zwischen den Variablen x und y existirt, sobald diese auch 
durch die Differentialgleichung verbunden sind, und enthält 
eine willkürliche Constante c, die in der Differentialgleichung 
nicht enthalten ist. Jede endliche Gleichung aber, welche 
einer Differentialgleichung genügt, und so viele willkürliche 
Constanten enthält, als die Ordnung des Differentialgleichung 
Einheiten hat, ist eine vollständige Integralgleichung der 
letzteren. 

Duröge, eUipt. Fanctionen. 3. Aufl. 7 



C 
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Hieraus geht nun hervor, dass man die Gleichung (2) 
wieder erhalten wird, wenn es gelingt, die DiflFerentialgleiehung 
(3) anders als durch gliedweise Quadratur zu integriren. Hat 
man die Gleichung (2) aber gefunden, so folgt aus ihr in 
Verbindung mit (I) auch umgekehrt wieder die Fundameutal- 
formel der Trigonometrie. 

Es darf nicht befremden , dass bei dieser Betrachtung die 
Grösse c als eine willkürliche Constante atiftritt. Sie ist in 
der That nur insofern constant, als nach ihr in der Diffe- 
rentialgleichung nicht differentiirt ist, im üebrigen ist sie 
veränderlich. In Jacobi's grosser Abhandlung über die Diffe- 
rentialgleichungen*) findet sich eine Stelle, die in Beziehung 
auf diesen Punkt eben so treffend als lehrreich ist. Es sei 
daher erlaubt, dieselbe hifr anzuführen. Sie lautet in der 
üebersetzung so: „Es ist ein sehr wichtiger Satz der Diffe- 
rentialrechnung, dass Functionen, welche durch Differential- 
gleichungen bestimmt werden, immer mehr Variable ent- 
halten können, als die Differentialgleichungen, aus welchen 
sie bestimmt werden. Diese Variabein, welche zu denjenigen 
hinzukommen, die in den Differentialgleichungen enthalten 
sind, werden von den Analytikern willkürliche Constan- 
ten genannt; Constanten nämlich, weil auf ihre Veränder- 
lichkeit in den gegebenen Differentialgleichungen keine Rück- 
sicht genommen wird, und willkürlich, weil sie nicht zu 
denjenigen constanten Grössen gehören , die in den gegebenen 
Differentialgleichungen vorkommen. Man sieht aber in einer 
Differentialgleichung jede Grösse als constant an, nach wel- 
cher in jenen Gleichungen keine Differentiation vorgenom- 
men ist." 

Wir wollen uns nun für einen Augenblick in der Tri- 
gonometrie auf denjenigen Staudpunct stellen, den wir in der 
Theorie der elliptischen Functionen gegenwärtig einnehmen. 
Wir wollen also den Zusammenhang der trigonometrischen 
Functionen mit den cyclometrischen Integralen als bekannt an- 
nehmen. Dagegen wollen wir die Fundamentalformel, mittelst 
welcher die trigonometrischen Functionen einer Summe w -f- v 

*) Jacobi, Dilucidationes de aequationum differentialium valga- 
rium. systematis earumque connexione cum aequationibus differentialibus 
partialibus linearibus primi ordinis. Crelle's Jouru. Bd. 23. p. 5. 
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durch die Functionen der einzelnen Argumente u und v aus- 
gedrückt werden, nicht als bekannt voraussetzen, sondern 
diese erst durch die Integration der Differentialgleichung 

dx , dy 

~y' 
ableiten. 

Es ist oben schon gezeigt worden, dass aus dieser Glei- 
chung die folgende 



sich ergiebt, in welcher die willkürliche Constante c so defi- 
nirt ist, dass mit c derjenige Werth von y bezeichnet wird, 
welcher dem Werthe x = entspricht. 

Die einfachste Methode, jene Differentialgleichung nun 
auf andere Weise zu integriren, rührt von Sturm her und be- 
steht in folgendem Verfahren*). Schafft man aus der Glei- 
chung (3) die Nenner fort, so erhält man zunächst 



/l — y^ dx + j/1 — ^2 cly = 0, 

und kann dann, wenn auch jetzt die Veränderlichen nicht 
mehr getrennt sind, doch wieder gliedweise integriren, weil ver- 
möge der Differentialgleichung selbst jede der beiden Variabein 
x und y eine Function der anderen ist. Bezeichnet also C 
eine willkürliche Constante, so ist 

fyiz:r^2 ^x +f]/i — x' dy = c. 

Jedes dieser beiden Glieder kann nun durch theilweise Inte- 
gration transformirt werden. Dadurch ist 

j'VT^x^ dy = y VY^x^ +ffY-%' 
und durch Addition erhält man 



*) Vgl. Schlömüch'Q Zeitschrift für \lathematik Bd. 1, p. 372. 
Comptes rendus 1856 Nr. 21. 
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allein wegen der Differentialgleichung (3) verschwindet das 
letzte Glied; welches das Integral enthält, und man hat 

xyi — y'^ + y]/l—x^ = C, 
Setzt man endlich , um die Constante C durch c zu ersetzen, 
gleichzeitig x = und y =» c^ so ergiebt sich C = c und 
daher 



(5) ... x}/l -y^ + y/l—x^^c. 
Dies ist das gesuchte Integral der Differentialgleichung (3), 
aus dem sofort die Pundamentalformel der Trigonometrie folgt. 
Denn setzt man 

/*''• dx ^ dy ' 



so folgt aus (4) 

c 

de 



S-y 



U -\- V , 





Nimmt man ' aber von sämmtlichen Integralen die inversen 
Functionen, so ist 

a; = sin w, y = sin t;, c = sin (w + v). 



y\ — x^ = cos w, yi — y^ = cos V ; 
mithin erhält man wirklich 

sin (w -|- t;) = sin u cos v + sin t? cos u . 

§ 26. 

Genau den im vorigen Paragraph angedeuteten Weg hat 
man nun auch bei den elliptischen Functionen eingeschlagen. 
Die erste wichtige Eigenschaft, die in Bezug auf die ellipti- 
schen Integrale zu Tage trat, bestand darin, dass es Suler 
gelang, die Differentialgleichung 

(6) ^^ I ^y =0 

^ ^ VA+Bx+Cx^+JDx^+JEx^ ' yA-{:By+üy^+Dy^-\-i:y* ' 
die, gliedweise integrirt, auf elliptische Integrale führt, und 
die wir deshalb kurz die elliptische Differentialglei- 
chung nennen wollen, auf andere Weise durch eine algebraische 
Relation zu integriren und dadurch zu erweisen, dass zwi- 
schen den oberen Grenzen dreier elliptischer Integrale, von 
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denen eines die Summe der beiden anderen ist; eine algebraische 
Beziehung stattfindet. 

Diese Integration wird nun einfacher, wenn man die 
elliptischen Difierentiale zuvor auf die Normalform reducirt. 
Wir wollen daher von dieser letzteren ausgehen und die Diffe- 
rentialgleichung 

^^ + —- ^y- =0 . .(7) 



V{i - x^) (1 - k^y^j Vi! ^ t/«) (1 - k*y^) 
behandeln. Wir theilen zunächst die Methode von Sturm mit, 
welche der im vorigen Paragraph angegebenen Integration 
der Differentialgleichung (3) ganz analog ist. Stürm schafft 
die Nenner fort und dividirt zugleich mit 1 — Wx^y"^, Be- 
zeichnet dann G eine willkürliche Constante, so liefert die 
gliedweise Integration 

Hier wird nun wieder jedes Glied durch theilweise Integration 
umgeformt. Wir brauchen aber die Rechnung nur bei dem 
ersten Gliede auszuführen, da aus diesem das zweite Glied 
sogleich durch Vertauschung von x und y entsteht. Bei dem 
ersten Gliede liefert nun die theilweise Integration 

J^ö^Zg^,,_.j2r^ap?_j-,,,, (0) 

worin der Kürze wegen 

gesetzt ist. Führt man die angedeutete Differentiation aus, 
so erhält man nach einigen Reductionen 

(1 - k^x'y^)^ ¥{1 - y^)\\ -k^y^) 

"^ {i - k'^x^y^j^ ""^ • 

Hierin kommen zwei in x und y symmetrische Ausdrücke vor; 
bezeichnet man diese mit besonderen Buchstaben, setzt man 
nämlich 

p __ xy [2k^ ( x^ + y^) - {i + k^) (i + k*x^y^ )]) 
(1 —k'x^y*)^ 
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SO wird 

und damit giebt die Formel (9) für das erste Integral in (8) 



?^(l -y»)(l-A;V) , _ xyn-y^){i-k^y') 
1 — k^x^y* " 1 - k^x^y^ 



f 

Hieraus folgt nun der Ausdruck für das zweite Integral durch 
Vertauschung von x und y\ und da dabei P und Q ungeändert 
bleiben, so ist 

J 1 - k^x^y^ ^y — 1 _ i^rjc^yt 

Die Addition der letzten beiden Gleichungen liefert dann ver- 
möge (8) 

VK(i - 0^8) (1 - k^x^~) "^ K(i - i/'^j (1 - k^y^)) 
- CQ {V{\-f)(}^^'¥) dx + /(1-^2)*(iLf:z;2) d^^ . 

In Folge der gegebenen DiflFerentialgleichung aber verschwin- 
~ den aus diesem Ausdrucke die mit Integralzeichen behafteten 
Glieder. Führt man ausserdem noch die Constante c ein, 
indem man gleichzeitig x = und y = c setzt, so wird C==c, 
und man erhält die gesuchte Integralgleichung in folgender 
Gestalt 



/im xV(l-y^){l- k^y^) + 2/^(1 - a;^) ( i - k^x^) 

(JUj l-k^'x^y2 = ^• 

Andrerseits giebt die Differentialgleichung (7) durch glied- 
weise Integration und Einführung der Constanten c 

X y . 

/* dx , /• dy /• d^ 
V(J-x^}{l---Jc^ "V y^i-y^) (1 - k^y^) J V^^lW^^^) ' 



und daher enthält die vorige Gleichung (10) die Beziehung, 
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welche zwischen den oberen Grenzen der drei Integrale statt- 
findet, von denen das eine die Summe der beiden anderen ist. 
Gerade so , wie nun die Formel (5) zu der Pundamental- 
formel der Trigonometrie führt, so können wir jetzt aus der 
Gleichung (10) die entsprechende Pundamentalformel für die 
elliptischen Functionen ableiten. Setzt man nämlich 

X y 

Jdx /* dy 





so ist erstlich 



c 



de 



Ö 

sodann hat man 



= u + Vy 



X = sm am u, ' y = sin am v, 

]/\ — x^ = cos amu^ ]/l — 2/^ = cos am v, 

]/l — k'^x'^ = z/ am Uf j/l — k'^y^ = -^ am v, 

c = sin am {u -{- v), 

und durch Substitution dieser Ausdrücke liefert die Formel (10) 

/ , V sin aw w cos am v J am v + sin am v cos amu J amu 

sm am (u4-v)= — ,g . ' ^^ 

^ ' ^ 1 — A;* Sin* am u sin* am v 

Der analoge Bau dieser Formel mit der für sin {u + v) fallt 
sofort in die Augen, und letztere entsteht auch sogleich aus 
der ersteren, wenn man k = setzt, da dann die elliptischen 
Functionen in trigonometrische übergehen, und die Functio- 
nen z/ gleich Eins werden. 

§ 27. 

Die im vorigen Paragraph mitgetheilte Ä^term'sche Methode 
löst die Aufgabe der Integration der elliptischen DiflFerential- 
gleichung ganz direct und lässt auch an Einfachheit nichts 
zu wünschen übrig. Sie leidet aber an einem Mangel, der 
leicht bewirken kann, dass sie beim ersten Studium keine 
rechte Befriedigung gewährt. Dieser Mangel besteht darin, 
dass vor der Integration mit dem Ausdrucke 1 — k'^x^y'^ divi- 
dirt werden muss. Zur Bildung dieses Ausdruckes und Divi- 
sion mit demselben ist keine Veranlassung ersichtlich; im 
Gegentheil macht das Gefühl sich geltend, dass diesQ Operation 
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nur durch die schon vorher auf andere Weise gewonnene 
Kenntniss des Resultats veranlasst worden ist. Daher scheint 
es nicht überflüssig zu sein , die Untersuchung auch ihrem 
historischen Gange nach zu verfolgen und zu zeigen, auf 
welche Weise man allmälig in den Besitz des gefundenen 
Resultats gelangt ist. Es ist schon bemerkt worden, dass die 
erste Integration der elliptischen DiflFerentialgleichung von 
Euler herrührt. Es soll daher zuerst dessen Methode im 
Wesentlichen unverändert wiedergegeben werden. 

Euler ist ohne Zweifel von der Bemerkung ausgegangen, 
dass die DiflFerentialgleichung (3), welche auf die Arcus Sinus 
führt, durch DiflFerentiation aus einer algebraischen Gleichung 
abgeleitet werden kann , bei welcher keine der Variablen den 
ersten Grad übersteigt, und die, insofern sie auch eine Constante 
mehr enthält als die DifiTerentialgleichung, als das Integral 
der letzteren anzusehen ist. Hieran anknüpfend stellte er sich 
die Aufgabe, die elliptische DiflFerentialgleichung aus einer . 
algebraischen Gleichung abzuleiten, bei welcher keine der 
Variablen den zweiten Grad übersteigt. Gelang die Lösung 
dieser Aufgabe, und enthielt zugleich die DiflFerentialgleichung 
eine Constante weniger als die endliche Gleichung, so bildete 
diese das vollständige Integral von jener, und es war damit 
zugleich eine algebraische Beziehung zwischen den oberen 
Grenzen der drei elliptischen Integrale gefunden. 

Wir beschränken uns darauf, die Ausführung hiervon 
nur für den Fall zu zeigen, dass die elliptische DiflFerential- 
gleichung unter den Quadratwurzeln keine ungeraden Potenzen 
der Variablen enthält, da die allgemeinere Gleichung (6) ganz 
in derselben Weise abgeleitet werden kann und dann nur 
einen grösseren Aufwand von Rechnung erfordert. Wir stellen 
uns also die Aufgabe, die Gleichung 

(in . . ^^ + ^^ -, = 

aus einer algebraischen Gleichung zwischen x und y, abzu- 
leiten, welche diese Variablen höchstens in der zweiten Potenz 
enthält. Man findet dann leicht, dass diese Gleichung in Be- 
ziehung auf X und y symmetrisch sein muss, damit in der 
DiflFerentialgleichung die Ausdrücke in x und y die nämlichen 
Coefficienten erhalten, und ferner, dass die Gleichung keine 
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Glieder ungerader Dinieusion enthalten darf; da auch in der 
Dififerentialgleiphung die ungeraden Potenzen von x und y 
.fehlen. Wir versuchen daher in einer Gleichung von der Form 
« + y (^'^ + y') + 2(Ja:y + S^'y' = • • (12) 
die Coefficienten a, y, d, g so zu bestimmen, dass die Diffe- 
rentialgleichung (11) daraus folgt. Nun liefert die Differen- 
tiation der vorigen Gleichung sofort 

{yx + 8x1 + ^xy'^) dx + {yy + Sx + ^x^y) dy = 0, 
oder 

^^ I ^_y __() . . (\^\ 



2/ (y + ?aj') + *^ ' x{y + iy^) + öy 
Giebt man aber der Gleichung (12) die beiden Fopnen 

y' {y + §^') + 2*^2/ + a + y^2 = 
und 

^' {y + W) + ^Syx + « + yy'' = 0, 
so folgt durch Auflösung dieser quadratischen Gleichungen 
nach y und nach x 

y{y + W) +Sx=^ K -«;;-f ((^ ' ^~7^-:=:«,g)a;^---"yg^ | 

x{y + W) + 9y = y^ay + i&^^y^-al)y'-^y{y^]^ 
Substituirt man diese Ausdrücke in die Differentialgleichung 
(13), so geht diese über in 

<^^t , dy ^Q 

und man kann nun die Grössen a, y, d, g so bestimmen, dass 
die Coefficienten von x^^ x^, x* den Grössen Ä^ C, E pro- 
portional werden. Dazu braucht man nur mit Einführung 
eines Proportionalitätsfactors m zu setzen 

— ay = Ämy d^ — y'^ — a^ = Cm, — yt= ^'^' 
Hieraus lassen sich drei von den vier Coefficienten «, y, ä, S 
bestimmen, während einer willkürlich bleibt Wählt man y 
zu dem letzteren, so ergiebt sich 

Am f, Em j^« >-» i •> • AEni^ 

Substituirt man diese Werthe in die endliche Gleichung (12), 
nachdem diese zuvor mit y multiplicirt ist, so wird dieselbe 



—Am+y'^{x'^+y'^)+2i/Gmy'^+y^ + AEm^xy'-Emx^y'^=0, 
ui}d ist nun eine Integralgleichung der Differentialgleichung ( 1 1). 
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Dividirt man die vorige Gleichung noch durch m und setzt 

^ = Ä, 

SO schreibt sie sich 

(15) —Ä + hix''+y'^) + 2]/Ch+h'' + AExy — Ex'^y'^=0 
und zeigt, dass in ihr eine Constante, nämlich h, vorkommt, 
welche in der Diflferentialgleichung nicht enthalten ist, dass 
sie also eine vollständige Integralgleichung der letzteren ist. 
Um die üebereinstimmung mit dem vorigen § zu zeigen, 
wollen wir jetzt Ä + Cx'^ -\- Dx^ speciell gleich 

(1 ^x") {l—h'^x^), 
also 

• ^ = 1, C= — (1 + F), E=lc^ 

annehmen. Dann erhält man aus (15) 
— '[^h(x^+y'^) + 2}/ — {l + 1c^)h+¥ + ¥xy — ¥x''y'^=0, 
worin nun noch an Stelle von h die Constante c eingeführt 
werden muss, nämlich derjenige Werth von y, welcher x ^=0 
entspricht. Durch Einführung dieser beiden zusammenge- 
hörigen Werthe erhält man 

— 1 -{- hc^ =yOy also Ä = -j, 

und wenn man diesen Werth in die vorige Gleichung substituirt 
und mit o^ multiplicirt, 



(16) ^c'^^x'^+y''+2j/\ -{l+]c')c'' + ¥c*xy-k'^c'^xhf=0, 

welche Gleichung nun in der That mit (10) identisch ist. 
Dies Hesse sich durch Auflösung dieser Gleichung nach c 
direct zeigen. Leichter aber ergiebt es ßich durch Herbei- 
ziehung der Gleichungen (14). Führt man nämlich auch hier 

die Werthe der Verhältnisse — , — — ein, indem man für 

y ' y ; y ' 
diese jetzt hat 

und setzt der Kürze wegen vorübergehend 

yjT^'^jT'^^n^'c'') — z/ (c, /k), 

so nehmen die Gleichungen (14) folgende Gestalt au: 
y (1 — Jc'^c^x'^) -f J (c, Ic) x = c^{x, fc), 
x{l- ^c'y-^) + j[c,h)y = cJ (y, h). 
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Multiplicirt man die erste mit y, die zweite mit x und addirt, 

so folgt 

f -\^x^ — 2¥c^x'^y'^ + 2J (c, Je) xy = c [y J (x, k) +xJ{ij, Tz)], 

und substituirt man darin den aus (16) folgenden Werth 

y2 + ^' + 2J {c, Je) xy = c^ (1 + F x^ y^), 

so erhält man 

c2 (1 — ¥ x'^ y2) _ c [y J {x, Je) + x J (y, le)] , 

oder 

y ^ (x,Jc)+x d(y,k) 

^~ i—k^x^y^ ' 

welches die Gleichung (10) ist. 

Indem Etiler auf diesem Wege die elliptische Differential- 
gleichung uud die für die Arcus Sinus in zwei aufeinander 
folgenden Capiteln integrirt und auch die Formel für die 
Summe zweier Arcus Sinus daraus ableitet, kann es keinem 
Zweifel unterliegen, dass er sich der Analogie zwischen den 
elliptischen Integralen und den Arcus Sinus in vollständigster 
Weise bewusst war. Man muss daher darüber erstaunt sein, 
zu sehen, um wie wenig Etiler von der Entdeckung der 
elliptischen Functionen entfernt gewesen ist, und dass trotzdem 
der Gedanke des Ueberganges zu diesen inversen Functionen 
einer viel späteren Zeit vorbehalten bleiben musste. 

§28^ 

Nachdem Euler auf indirectem Wege die algebraische 
Relation zwischen den oberen Grenzen der drei elliptischen 
Integrale entdeckt hatte, gelang es nun Lagrange, einen 
directen Weg zu finden, um zu demselben Resultat zu ge- 
langen. Seine Methode ist besonders elegant, wenn man von 
der trigonometrischen Normalform der elliptischen Integrale 
ausgeht, und führt dann zunächst zu einer Formel, die seineu 
Namen führt und auch in anderer Weise bedeutsam ist. Wir 
behandeln daher noch die DiflFerentialgleichung 
dq> j drl> ^^ q 



und geben die Methode von Lagrange der Integration derselben. 

Integrirt man diese Gleichung zuerst gliedweise, indem 

man eine willkürliche Constante C so wählt, dass die Integrale 
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von Null anfangen^ und bedient sich der Legendre' sehen Be- 
zeichnung, so erhält man 

Ersetzt man darin wieder die Constante C durch eine andere tf, 
welche dadurch defiuirt sei, dass ^ = ö werde, wenn man 
qp = setzt, so ergiebt sich, da jF (0) = ist, C = F (0), 
und daher 

F{sp) + F{^)=^F{p), 

und die Aufgabe ist nun, die andere Relation zwischen xpj ^ 
und zu finden. 

Lagrange sieht ip und ^ als Functionen einer neuen 
Variablen t an, die er durch die Gleichung 

(17) ^ = y 1 — Ä2 sin^ g> 

definirt; dann folgt, weil ip eine Function von g>, q) aber eine 
Function von t ist, 

(18) S = S • §, und daher g = - ^ 1 - *^ sia^ *• 

Durch Quadrirung und nochmaliges Differentiiren nach t er- 
giebt sich aus diesen beiden Gleichungen 

-^ = —. ]c^ sin (p cos q>, -^ = — Ic^ sin ^ cos ^, 
= — ^ Ä^ sin 2(p, = — ^ Ä^ sin 2^. 

Nun führt Lagrange statt 9 und ^ die Summe und Differenz 
dieser Grössen ein, indem er setzt 

dann ergiebt sich durch Addition und Subtraction der vorigen 
Gleichungen : 

^ == — :^F (sin (p4- 3) + sin(p—g)) = — ifc^sin i^cosg-, 
j^=^^k^ (sin 0+^) — sin(|)— g))= -Ä^cosp singf. 
Aus den Gleichungen (17) und (18) folgt ebenso 

(20) . 



(19) 



% = y'l — Ä* sin'' q> — l/l—h' sin» t, 
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deren Product die Gleichung 

= — F sin (9) + ^) sin (9) — V') 

= — Ä^ sin p sin g 
liefert. Indem man nun mit dieser Gleichung in die Gleichungen. 
(19) hineindividirt,. erhält man integrable Ausdrücke, nämlich 

ät^^^^^. oder 



de 


dq 

cos q . ^t 


dp 

dt 

dPq 
de 


sin 2 ' 
dp 


dq 

dt 


sinp ' 



(21) 



^!L_=5?iP oder 4^= 

d< * df 

folglich, wenn die Integrations- Constanten mit log a und 
log ß bezeichnet werden , 

log ^ = log • sin g + log a oder ^ = a • sin g 
log ^ = log • sin jp + log /^ oder ^ = ^ • sin |) 
Multiplicirt man diese Gleichungen resp. mit 

woraus 

asmq-^^ = ßsmpf^ 

folgt, so kann man aufs Neue integriren, wobei zugleicli t 
eliminirt wird; denn bezeichnet y eine dritte Integrations- 
Constante, so erhält man 

— 'a cos q = — ß cos p -{- y, 

und es handelt sich nur noch darum, die Constanten a, ß und y 
durch die vorhin gewählte 6 auszudrücken. Indem man wieder 
q = tp — ^ und p = tp -\- il> in die vorige iSleichung zurück- 
substituirt, kann man diese schreiben: 

— a cos (9 — V') = — /3 cos {(p + M>) + ?-> ' ' (22) 

und setzt man darin g) = und ^ = tf , so ergiebt sich zu- 
nächst 

y = (^ß — d) COS Ö. 

Um auch a und ß durch a auszudrücken, kehren wir zu den 
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Gleichungen (20) zurück, die sich mit Hülfe der Gleichungen 
(21) so schreiben lassen: 



(2a) 



( 



«sin {fp — ^) = ^1 — k^sin^q) — yi — Psin'^^, 
ß sin (^ -j- ^) = j/l — k'^sin^q) + j/i — k'^sm^f. 



Setzt man in diesen wieder 9) = und tj; = 0, so erhält man 
— a - sin =^ l — j/l — k^siii^a, 
/3 . sin (? = 1 + /l — k'^sm'^ö] 
also, wenn man das Zeichen ^ in der gewöhnlichen Bedeutung 
wieder einführt, 

da — X o Ja + i 2 cos a 

sin er ' "^ sm ff ' ' sin g 

Diese Werthe nun in (22) substituirt, geben dieser Gleichung 
die Gestalt 

Ag — \ f ,x,.i/ff + l , , .>, 2cosa 

r cos (OP — V) -\ ^ — cos (od + ri;) = —. , 

oder 

cos (9) — '^) + cos (9 + ^) — [cos (9) — V') — cos (9 4" V')] ^^ 

=*= 2 cos (?, 
also 

cos <? = cos 9 cos ^ — sin 9) sin ip ^6. 

Dieses ist die erwähnte Laaranpe^sche Forme l, die die Be- 
ziehung zwischen den Grössen (p^ ^ und enthält. Das 
Additionstheorem für die elliptischen Integrale der ersten 
Gattung lässt sich in dieser Form so aussprechen: 
' „Wenn 

(24) . . F{<p) + F{t:)=^F{a) 

ist, so ist auch 

(25) • • cos (? = cos g) cos ^ — sin 9) sin ^ ^0 

und umgekehrt.*' 
In einer einzigen für sich allein selbständig dastehenden Formel 
ausgedrückt aber erhält man das Additionstheorem, wenn man 
zu den elliptischen Functionen übergeht. Denn setzt man 
F (9) = Uy F(f) = V, so wird F(a) = u -j- v, und da als- 
dann ferner q) = am u^ f = am v, cy = am {%i -\- v) ist, so 
giebt die gefundene Gleichung zwischen 9?, ^ und a folgende 
Beziehung zwischen am (w + ^); am u und am v 
.4.^. f cos am (tf -j- y) = cos a mJS> cos am v 

^ ^ 1 — sin am u sin am v ^ am^ju + ^)' 
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Ganz in derselben Weise, wie die Beziehung zwischen 
q)j ijf und 6 gefunden wurde, könnte man auch, wenn man 

setzt, die entsprechende Beziehung zwischen 9), ^ und ö 
finden. Sie ergiebt sich aber auch unmittelbar aus der vorigen. 
Da nämlich — -F(^) = F{ — ip) ist, so kann man i^(ö) auch 
als die Summe zweier Integrale darstellen, nämlich 

und erhält daher, wenn man — ^ an die Stelle von ^, und 
an die Stelle von o setzt, 

cos ö = cos (p cos ^ + sin 9? sin il) ^ö, 
und da 

F (0) = u — Vy also = am (u — v) ist, 
cos am (u — v) = cos am u cos am v 

^ sin^m u sin am v z/ am {u — tO; 

welche Gleichung sich auch aus (26) ergiebt, wenn man — v 
au die Stelle von v setzt. 

§ 29. 

Aus den in dem vorigen § gewonnenen Resultaten lassen 
sich nun leicht die Fundamen talformeln für die elliptischen 
Functionen, nämlich die Ausdrücke für sin am (u + v)j 
cos am (u + v), J am {u + v), durch u und v allein ableiten. 
Um die Rechnung dabei möglichst abzukürzen und nament- 
lich irrationale Ausdrücke zu vermeiden, stelle man folgende 
Betrachtung an: Aus der Gleichung (24) kann man durch 
Umstellung zwei andere Gleichungen finden, nämlich aus 

Fifp)-\-F{t) = F{0) 
folgt F{t)-F{a) = -F(<p) 

und F ((S) — F{q>)'=F{il>), 

welche Gleichungen sich auch schreiben lassen 

F{q>) + F{n,)^F{0), 
F(rp) + F{-0) = F{-,p), 
F {0) ^ F {- q>) = F it). 

Da nun das Integral zur Rechten jedesmal die Summe der 
beiden Integrale zur Linken ist, so wird man auch aus 
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(25) zwei neue Gleichungen erhalten, wenn man an die 
Stelle von 

einmal ^, — o, — q> 

und dann <?, — 9), ^ 

setzt. Dadurch erhält man die drei Gleichungen 

Icos tf = cos 9) cos ^ — sin <3P sin ^ ^<?, 
cos 9) = cos ^ cos <y + sin ^ sin a Jq), 
cos ^ = cos 6 cos <3P 4" sin tf sin (p ^^, 
welche zwar alle drei dasselbe -besagen, mit Hülfe derer man 
aber sin <y, cos <?, /l6 durch 9 und ^ ausdrücken kann. Aus 
den beiden letzten Gleichungen ergiebt sich 

(28) • • sm <? = -. —-TT ^ — r t- 

^ ^ sin qp cos tp dii> — sm '0 cos (p J(p 

(sin^qp — sin*i^) (sincp cosi^ z/t^ + sin-^ coscp Jq>) 

sm^tp cos*-?/; j^^tjf — Biü^ ijf cos* 9 J^q) 

Der Nenner dieses Ausdrucks ist aber 
= sin^fp cos^^ (1 — Ä^sin^^) — sin^^ cos^^) (1 — Ä^sin^^) 
= sin^g) cos^^ — sin^^ cos^fp — Jc^sin^fp, sin^^ (cos^^ — cos^qp) 
= (sin^g? — sin^^) (1 — kr sin^fp siu^^). 

Mithin wird 

/oQ\ • ^ sing? cos-^ J^tp + eiD^ijf cosqp dq) 

(,jy; . • . sintf= 1 - ä* sin^g, sin*^ • 

Ferner ergiebt sich aus den nämlichen Gleichungen 

sinqp cosqp z/t^ — sini^ cost^ Jq) 

siny co&ijf Jijf — sin-^^ cosq? ^tp 

(sin 9 coscp dif) — sint^ cosi^ z/qj) (sinqp cost/; d^jf + sini/; cosqp dq)) 

(sin^qp — sin**^) (J — Ä;^ sin^g? sin*i/^) 

Der Zähler dieses Ausdrucks schreibt sich: 
= sin^9) cos 9) cos ^ (1 — Psin^^) 

— sin^^ cos 9) cos^ (1 — Jc^ ain^q)) 

— sin 9 sin^ (cos^i(; — cos^^)) ^q) ^ip 

= (sin^fp — sin^^) (cosg? cosV' — sin 9 sin^ z/^jp z/^). 
Also ist 

,Q/^v cosqp COS-^ — sinqp sini/; dq) dif} 

^ ^ . 1 — Ä:* sin*<3p sin*!/; 

Endlich liefert die erste der Gleichungen (27) 

siny sin^ /I0 = cos^ cos^ — cos<?. 
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Substituirt man darin den eben gefundenen Ausdruck für cos <y, 

so wird 

, . — fc* sin'q? sin'i/; cosop cosi/; + sinqp sintfr Jw d'ib 

sinop suif Ja = ^ — S: . » T^ , ^ — ^ — ^, 

^ ^ 1 — Ä* Bin* 9 sm*-?/; ' 

mithin 

^ z^qp z/t^ — Ä;2ßinqj sin-^ cosqp cosi^ /qi\ 

i — k^ 8in*9 sin*!/; ' ^ ^ 

Setzt man nun in den Formeln (29), (30) und (31) 

q) =z amUj ip^amv, (J = am (m + v), 

so erhält man die Fundamentalformeln für die elliptischen 

Functionen, wenn man zugleich auch — -y an Stelle von v 

setzt, 

, , N sin aw w cos am t? z/ am !? + sin am t? cos am wz/awu' 

sin am (u+v)= ; — ,, . ^-^ ^-^ 

^ -^ ^ 1 — Ä* Bin* am u sin* am V 



X , V cos am tt cos am V 4- sm am u sin am V z/ am uz^ am t; 

cos am (u +v) = — 7» • » ^-» 

^ -^ ^ 1 — Ä* sm*^mw sin'amv 

^ / I \ -J am w z^ am V + Ä^ sin am w cos am w sin am t? cos am t? 

J am(u+v) = , 19 ' 9 ^-i ' 



(32) 



1 — k^ sin* am u sin* am v 
Diese Relationen sind den trigonometrischen Formeln 

sin {u + v) = sin w cos v + sin v cos u 
cos (m + v) s= cos M cos v ^ sin M sin v 
analog, und, wie es sein muss, entstehen die letzteren un- 
mittelbar aus jenen, wenn man Jc = setzt, weil dann die 
Amplituden in ihre Argumente übergehen, und die Functionen 
z/ sämmtlich den Werth Eins erhalten. 

§ 30. 

Die im vorigen § unter (32) aufgestellten Fundamental- 
formeln bilden die Quelle für eine Menge analytischer Be- 
ziehungen zwischen den elliptischen Functionen, gerade wie 
auch die trigonometrischen Formeln sich aus den Ausdrücken 
für sin {u + v) und cos (u + v) ergeben. 

Wir stellen die wichtigsten derselben im Folgenden zu- 
sammen, indem wir den in den Fundamenten*) angegebenen 
nur wenige hinzufügen. Zur Abkürzung sei am m r= a, 
am V = by am (u -\' v) = (?, am (u — v) = ö gesetzt. 



*) Jacöbi, Fundamenta nova etc. § 18. 
Duröge, ellipt. Functionen. 3. Aufl. 
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\x . c\ 2sinacosaz/a 

1) amam2u ^—-j^,^^, 

ov o cos*a — sin^a J^a 

2) cos am 2« j— ^^_^_, 

oN ^ o J^a — 1^ sin*« cos'a 

3) ^ am 2m = i_t.rin«^ — > 

^v • _ , . * 2 8inaco8&z/& 

-^ ' 1 — ft* 8m*a sin*&' 

-.v . ^ . ^ 2 8m6co8az/a 

5) sm<? — sinö = :i — ,? • « — ^"n:> 
-^ 1 — Ä* 8in*a 8m*o' 

/»v ^ , * 2co8aco86 

6) COSff + cose = i_fc.rin'«Bin -i6> ^ 

„\ ^ /i 2 8ina sinft z/a ^& 

7) costf-cosö i_;fc»sin«a8m'6 > 

8) ^« + -^Ö=r^fc.gi",«gin«6' 

r,v ^^ .. 2X;'8ina8m& cosacosb 

9) ^tf-^e = i_ft,rin'«8in»& ' 

-iA\ • ^ • /» sin*a — 8in*& 

10) sm sinÖ =:; T, . g — r-^, 

'^ - 1 — Ä* sin'a sin«&' 

- ^N ^ ^ cos*a — sin* 6 ^a 

/ 1 — fc« 8in*a 8in*ft ' 

'' 1 — Ä* 8in*a sin*o ' 

13) 1 + Sin (? smö = :; jT . , ^-jnrj 

^ ' 1 — Ä;* sin*a sin*6 ' 

i^x 1 • ^ • A C08*a + sin*& z/*a 

14) 1 — sm a sm© ^==- , ' . , — .-^, 

^ 1 — Ä* 8in*a sm*o ' 

iR\ i I 75 • -. • A ^*& + Ä;*sin*a C08*& 

15) 1 + ft^sintf sin0= , i« • o — ^-Tir-> 

^ 1 — Ä* sin*a8m*6 ' 

ir7\ i I ^ /» C08*a + C0S*& 

17) 1 + cos<? cosö =- =^-?-^ — ^T, 

^ ' 1 — Ä* 8in*a 8in»6' 

löj 1 — COSC? C0S9 = — ,g ' — r-«v — , 

-^ 1 — fc* 8in*a 8m*ft ' 

^ ' 1 — ifc* 8in*a 8in*&' 



o/\N i A^ Aty ^ (sin*a C08*& + sin*& C08*a) 

20) 1 — zicy ^ö = — ^ — ,. . ' — ^-^ ~ , 

^ 1 — ft* 8m*a sin*& ' 

oi\ /i I • -.\ ZI I • /»\ (co8& + sinaz/&)* 

21) (1 + smtf) (1 4- smö) ==^ ,r". , — ^.-^ 

'^-^ >'^-i- ^^ 1 — A;* 8m*a sin*ft 
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oo\ /i I • -\ /i -T- • Ax (cosa-l- sinftz/a)* 

22) (1 + sin ff) (1 + sin9) =^^.r,i-i^„.j,-, 

oo\ /1 I 7 • ^\ /1 I 7 • /k\ (z/&+Ä;Binaco8&)* 

23) (1+Äsmff) (1 ±*sm9) = T^rf. iS^SiF' 

24) (l±*sin.)(l+ÄsinO = ^^^|^3^^-f , 

25) (1 + cosff) (1 + cosO) = ^ jl- ± -S 6> 

26) (1 +cosff)(l+cos^) =4 -tT.a Bif.f - 
27)(l±^^)(l + ^^) = r:f^4IV5'. 

rto\ /^ I ^ \ /< -7- ^>s\ Ä* sin* (a -I- &) 

on\ • ^ A 81*10 cosa dh + sin 6 coaft Ja 

oAx . /^ sina cosa Jb — sinft cos& ^a 
30) cos<ysinö = — ,« . , — ^^v • 

oi\ •-></» C08& sina z^a + cosa 8in6 -J& 
^ 1 — Ä* sm*a 8m»6 ' 

ort\ ^^ • A C08&sinaz/a — cosa sin & z/ 6 

32) z^0 smö = jT-^-i — ^-öT ) 

^ i —k^ 8m*a Bm*& ' 

oo\ ^ ^A cosa C08& z^a dh — Ä;'* sina sin6 

'' 1 — Ä* Bm*a sin* 5 ' 

oA\ A^ t, cosa C0S& da Jb + Je* sina sin6 
^ 1 — Ä* 8in*a 8in*& ' 

oc\ • /^ I /»\ 2 sina cosa <J6 

35)sm(ff + <»)=j^^-^5^^j^, « 
36) 8in(ff-g) = /^y"°'''^" l,> 

'' ^ / 1 __ Ä* sin^asin^ft' 

on\ /^ I A\ C08*a — 8in*a J^b 
• 37) COS ((? + Ö) = j. . - — r-Yi: 5 

oö) COS (tf — 9) =1 y-i^ — -n: • 

^ ^ ^ 1 — Ä* 8in*a 8in*6 

Zur Erläuterung der Ableitung dieser Formeln mögen 
folgende Bemerkungen dienen. Im Allgemeinen werden sie 
auf dieselbe Weise gebildet, wie die trigonometrischen. Bei 
den Umformungen wiederholen sich bisweilen die schon in 
§ 29 zur Ableitung der Formeln (29), (30) und (31) aus- 
geführten Operationen, auch kann man sich dazu der 
Gleichungen (27) desselben § bisweilen mit Nutzen bedienen. 



li 

i. 
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Die Formeln 21) bis 28) entstehen leicht ans den vorher- 
gehenden, wenn man nor bemerkt^ dass z. B, 

(1 + ßintf) (1 + sinö) = 1 + sintf sinö + {sinü + sin 0) 
ist, nnd in 13) und 4) schon Ausdrücke für 

1 + sine sinO und sintf + sinö 
gegeben sind, die mau also nur durch Addition und Sab- 
traction zu verbinden hat. 

Zu diesen Mitteln, die der Ableitung der trigonometrischen 
wie der elliptischen Formeln gemeinsam sind, kommt aber 
noch eines, welches den elliptischen Functionen eigenthümlich 
ist, nämlich die Substitution der Argumente u-^-K, u-\-iK' etc. 
an die Stelle von u. Um die Anwendbarkeit dieses Verfahrens 
au einem Beispiele zu zeigen, wollen wir die Formeln 11) 
und 12) aus 10) ableiten. 

Zu diesem Ende setzen wir in der Formel 10), nämlich in 

. ^ . * sin«a — ßin'ft 
sin<? smö = :; r«-^-» — '-n:j 

u -\- K Sin die Stelle von u und bedienen uns der Formel (17) 

§ 10, nämlich 

/ I j^\ cos am z 
sm am (je? + A ) = — ^ : 

dann haben wir folgende Substitutionen zu machen: 

u geht über in u-\- Kj 

V ' - - v, 
u -}- V - - - w + t; + jK", ' 
u — V - - ' u — -2; + JE", 



sin tf 


COS ff 

da ' 


sinö - 


cosö 


sina - 


cosa 
da ' 


sin 6 


- sin&. 


Setzt man alles dieses ein, so 


erhält man 


OOB'a . 2j 

/QQ^ COSffCOBÖ J^a ^^^ '^ 


C08*a — 8in'& d^a 




^25^™ d^a — k^ 8in*ft cos*a' 



Um nun die Producte cos<? cosö und z/tf ^ö selbst zu finden, 
kann man sich des' § 10 angeführten Satzes bedienen, dass 
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die Functionen sin., cos. und /^ Nenner haben müssen, die 
bis auf einen constanten Factor einander gleich sind. Da 
nun sin<y sinö den Nenner l — Ä^ sin^a sin^ft hat, und man 
sich leicht überzeugen kann, dass Zähler und Nenner des 
vorigen Ausdrucks diese Grösse nicht schon als Factor ent- 
halten, so kann man, wenn y eine constante Grösse bezeichnet, 
setzen: 

costfcos0=— Ti T> • 9 — ^-irR\ ^(S ^0 = —7z — To • o — ^-TT-v. 

y (1 — Ä« sin*a siii*&) ' y (1 — Ä« sin«a sin« 6) 

um y zu bestimmen, braucht man nur specielle Werthe für 

u und V einzusetzen und findet, wenn man u = v ^= 

setzt, dass y = 1 ist, wodurch man die Formeln 11) und 12) 

erhält. 

Man kann aber auch eine Formel für Ja J^ direct aus 

10) ableiten, wenn man iu + K statt u und iv statt v setzt 

imd sich der Formeln [§ 10 (18), § 8 (12)] 

sin am (iz + iT) = damie YV ®^^ ^^ i0^=itg am {0, ¥) 

bedient. Dann hat man, wenn man der Kürze wegen am (u, V) 
mit (a, Tc) und in ähnlicher Weise die übrigen Amplituden 
mit dem complementären Modul bezeichnet, folgende Sub- 
stitutionen zu macheu: 

u geht über in iw + Z", 

u -\- V - - ' i {u -}- v) -i- K, 

u — V - - ' i (u — v) -^ K, 

1 

sin 6 

m 

sinö 



1 



'^'^^ ■ ■ " ZOT' 
sin^ft - - . — tg2 {h, k'). 

Da alsdann sämmtliche Amplituden das Gomplement des 
Moduls enthalten, so kann man wieder fc statt Ä' setzen, muss 
dann aber auch 1c statt des explicite vorkommenden h schreiben. 
Alsdann erhält man 

1 ^ j^ + ^g^^ ^ C082& + sin« 5 zfgg 



J^a 
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oder 

A^ M^ -^*« — z/*a sin* h + fc'* sin* h 



1 — sin* b + sin* & (1 — Ä;» sin* a) 

d'^a — h^ sin* h cos* a 

1 — Ä* sin* a sin* h 

Hat man so Ja J^ gefunden, so ergiebt sich aus (33) auch 
cos tf cos Ö . 

Dieselbe Methode kann man auch bei der Ableitung der 
Formeln (29) bis (34) anwenden. 



Siebenter Abschnitt. 

Ueber den Zusammenhang der elliptischen Functionen 
mit der sphärischen Trigonometrie. 

§ 31. 

Stellen wir die Resultate des § 28 noch einmal kurz zu- 
sammen, so hat sich ergeben, dass von den Gleichungen 

(1) F{a)'\'FQ))=^F{a), cos(y = cosa cos6 — sinasin?^/:^^ 
jede die vollständige Integralgleichung der DiflFerentialgleichung 

da j^ dh ^ 

mit der willkürlichen Constante 6 ist, und ebenso von den 
Gleichungen 

(2) F{ä) — F(b)=F{0)^ cosö=cosacos6 + sinasiniz/Ö 
jede die vollständige Integralgleichung derDiflferentialgleichung 

da dh ^ 

Ja dh 

Nun bemerkte Lagrange*), dass die Formel (2) die grösste 
Aehnlichkeit mit der Grundformel der sphärischen Trigono- 
metrie besitzt. Bezeichnen nämlich a, h, c A\q Seiten, und 
Ä, B, C die diesen resp. gegenüberliegenden Winkel eines 
sphärischen Dreiecks, so ist 

(3) • • cos c = cos a cos & + sin a sin b cos C . 

*) Thäorie des fonetions. § 81. 82. 
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Setzt man nun 

SO kommt diese Formel mit (2) bis auf das an die Stelle von 
cos C getretene ^$ vollkommen überein. Allein im sphäri- 
schen Dreieck haben die Verhältnisse 

sin A sin B sin C 
sin a ' sin 6 ' sin c ' 

alle drei denselben Werth. Bezeichnet man diesen Werth 
mit Ä;; so ist 

sin A sin B sin C 7. 

sin a sin b sin c ' 

also 

sin A = Jc sin a, sin B = k sin 6, sin C = Ä sin c, 

und dann 

cos ^ = + ^a, cos B = + ^h, cos C = + ^c, 

wo das obere oder untere Zeichen zu wählen ist, je nachdem 
die betreffenden Winkel spitz oder stumpf sind. Nimmt man 
also den Winkel C spitz an und setzt c = 0, so wird cos G 
= ^ö, und dadurch werden die Formeln (3) und (2) ganz 
identisch. Nimmt man dagegen C stumpf an und setzt c = (J, 
so wird cos (7 «= — ^<?, und dann geht die Formel (3) in (1) 
über. Da nun, wenn wie früher a = am u, 6 = am v ge- 
setzt wird, 

$ = am {u —v), a =am(u -\' v), 
so folgt, dass wenn amu und amv als die Seiten eines sphä- 
rischen Dreiecks angesehen werden , die dritte Seite desselben 
Dreiecks gleich am (u — v) oder am (u + v) ist, je nachdem 
die beiden ersten Seiten einen spitzen oder einen stumpfen 
Winkel einschliessen. Der Modul der Amplitude ist alsdann 
das constante Verhältniss zwischen den Sinus der Winkel und 
den Sinus der gegenüberliegenden Seiten, nämlich 

7 sin -4. __ sin B sin (7 

sin a sin 6 sin c 

Untersuchen wir nun, wie das sphärische Dreieck be- 
schaffen sein muss, damit der Modul kleiner als 1 ausfalle. 
Da in diesem Falle 

sin jB < sin 6 

sein muss, so hat man das Dreieck so anzunehmen, dass wenn 



Digitized by VjOOQlC 




120 Abschn. VII. Zusammenh. d. eil. Funct. mit d. spLär. Trig. § 31. 

1) J5 < 90» ist, b> B, 

und wenn 2) B > 90» ist, b < B und > ISO^ - B 

sei. 

Betrachten wir zuerst den Fall, dass B < 90®. Es sei 

PBQ (Fig. 5) der Winkel J5, und C der auf dem Schenkel 

BQ liegende zweite Eckpunkt des 
Dreiecks. Macht man J5P = JBÖ 
= 90», so ist PQ = By und dies 
zugleich das grösste unter allen 
Perpendikeln, die man von irgend 
einem Punkte des einen Schenkels 
des Winkels B auf den anderen 
fällen kann. Legt man nun durch 
den Punkt C zwei grösste Kreise, 
den einen GE senkrecht auf B Q, 
den anderen CF senkrecht auf 

BPy SO ist jedes dieser beiden Perpendikel kleiner als BQ 

und damit kleiner als B^ also 

GE<B, CF<B. 

Hieraus folgt: wenn die dem Winkel B gegenüberliegende 
Seite 6 des sphärischen Dreiecks grösser als B sein soll, so 
darf der dritte Eckpunkt A nicht zwischen E und F fallen, 
sondern muss eine der beiden durch A^ und A,^ bezeichneten 
Lagen haben , nämlich entweder zwischen F und B oder zwi- 
schen E und K liegen. In beiden Fällen aber besitzt das 
sphärische Dreieck A^BC oder A^BC ausser dem spitzen 
Winkel B einen spitzen und einen stumpfen Winkel, näm- 
lich entweder ist -4, stumpf und G spitz, oder A^ spitz und 
G stumpf. 

Betrachten wir ferner den zweiten Fall, dass jB > 90^, 
und sei alsdann QBR dieser Winkel. Li diesem Falle ist 
wieder QR = B, wenn BQ = BR = 90^ gemacht wird; 
jetzt aber ist QR das kleinste unter allen Perpendikeln, die 
man von irgend einem Punkte des einen Schenkels des Win- 
kels B auf den anderen fällen kann. Zieht mau daher GD 
senkrecht auf BQ und GG senkrecht auf BR, so ist 



CG> B und CD>B. 
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Da nun jetzt h < B sein muss*), so darf der dritte Eckpunkt 
A des Dreiecks nicht zwischen D und G fallen , sondern muss 
eine der beiden durch A{ und A^ bezeichneten Lagen haben, 
nämlich entweder zwischen B und D oder zwischen G und K 
liegen. In dem ersten Falle sind die Winkel C und A( beide 
spitz, das Dreieck A^'BC bat dann die BeschaflFenheit der 
früheren Dreiecke ^, J5C und A^BG, es besitzt nämlich einen 
stumpfen und zwei spitze Winkel. Im zweiten Falle sind da- 
gegen beide Winkel G und A2 stumpf, sodass das Dreieck 
dann drei stumpfe Winkel hat. 

Aus diesen Betrachtungen geht nun hervor, dass der 
Modul des sphärischen Dreiecks nur dann kleiner als 1 ist, 
wenn das Dreieck entweder einen oder drei stumpfe Win- 
kel hat. 

Es sei hiebei bemerkt, dass, wenn' man das dem Dreieck 
ABG zugehörige Supplementardreieck mit ÄB'G' und dessen 
Seiten mit a, V, c' bezeichnet, sodass 

a' = 1800 ^ A, Ä = 1800 — a, 

und folglich 

sin Ä' sin a 

sin a sin A 

ist, der Modul des Supplementardreiecks gerade dann kleiner 
als 1 ist, wenn der des ursprünglichen Dreiecks grösser als 
1 ist, und umgekehrt. 

Kehren wir nun zu unserer früheren Betrachtung zurück, 
und nehmen wir an, es seien amu, am 1; und Ä, letzteres als 
ein echter Bruch, gegeben. 

Setzt man 

amu = a, amv = l), 
so kennt man zwei Seiten eines sphärischen Dreiecks. ^ Da 
ausserdem 

sin ^ = Ä sin a , sin B = k sin 6 
ist, so kennt man auch die Sinus ihrer gegenüberliegenden 
Winkel, kann aber die Winkel selbst noch beliebig als spitz 
oder als stumpf annehmen. Wir wollen annehmen, B sei 
ein spitzer Winkel, dann muss nach den eben erhaltenen 



*) Die Forderung, dass b die Grenze ISO^ — B nicht überschreiten 
darf, ändert nichts an der Betrachtung. 
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Besaltaten einer der beiden Winkel, entweder A oder C stampf 
sein. Ist nun amu < amv , also a <h, so ist nur der letz- 
tere Fall möglich, ist aber a>b gegeben, so kann man beide 
Fälle annehmen und erhält dadurch eine Bestätigung des be- 
kannten Satzes, dass man aus zwei Seiten und einem Winkel, 
der der kleineren Seite gegenüber liegt, zwei sphärische Drei- 
ecke construiren kann, die die gegebenen Stücke besitzen. 
Bildet man diese beiden Dreiecke (Fig. 6), indem man 
auf dem einen Schenkel des gegebenen 
Winkels B, BC = a ^== amu und dann 
CA = CA^ = h = amv macht, so folgt 
aus dem Früheren, weil nun der Winkel 
AfiB spitz, der Winkel AGB aber stumpf 
ist, und beide sich zu 180^ ergänzen, dass 
ö == am (m — v) und AB = = am (u -\- v) sein 
muss. Hierin ist nun ein einfaches Mittel enthalten, die 
Amplitude der Summe und Differenz geometrisch zu con- 
struiren. 



Fig. 6. 




A,B 



(4) 



Fig. 7. 



§32. 

Man kann das Resultat des vorigen Paragraph auch in 
folgender Weise aussprechen und dann noch einige Folge- 
rungen ziehen. Besteht zwischen den Amplituden a, h und a 
die Gleichung 

. F{a) + FQ>) = F{<!), 

SO lassen sich a, h und 6 als die Seiten 
eines sphärischen Dreiecks ansehen, bei wel- 
chem der zwischen a und h eingeschlossene 
Winkel stumpf ist. (Fig. 7.) 

Nimmt man nun eine vierte Amplitude 
0' so an, dass 

(5) . . F{h)-\'F{0) = F{0') 
ist, so sind auch 6, <?, ö' die Seiten eines 
sphärischen Dreiecks, welches die Seiten 
h und 6 mit dem vorigen gemeinsam hat 
und zwischen diesen Seiten einen stumpfen 
Winkel besitzt; man wird also dieses Drei- 
eck erhalten, wenn man AC =i macht, 
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und dann wird BG'=6' sein. Addirt man aber die beiden 
Gleichungen (5) und (4), so folgt 

F{a) + 2F{h) = F{a'), 
und da nun F{a) = u und ^(6) = v ist, so folgt 

BC = a' = am(u + 2v). 
Setzt man ferner 

Fib) + F(ö')^Fia"), 
SO ist 

a" = BÄ', 

wenn man wieder C'A!=h macht, und man erhält ebenso 
wie vorhin 

BÄ = 0'= am (u + 3v). 
Fährt man in dieser Weise fort, indem man 
AC' = C'A' = ÄV" . . . = 6 
macht, so erhält man, wenn 

BC = am Uy CA = am v 
gesetzt wird, 

BÄ == am (u -{- v)y 

BC'=am{u + 2v), 

BA=am\u + ^v)y 

BC''= am (u + 4«;), 

BÄ'== am (u + 5^), 
u. s. w. 
Macht man nun endlich u = v, also auch a ^=b und 

BC = CA = am u, 
so ist 

BA=am2uy BC'=am3u, BA==am4:U, BC=^amöu, 
BÄ'=am 6m, u. s. w. 

§ 33. 

Aus den vorstehenden Betrachtungen ist ersichtlich, dass 
zwischen den elliptischen Functionen und der sphärischen 
Trigonometrie ein inniger Zusammenhang besteht. Man wird 
daher die Formeln der einen Disciplin aus denen der anderen 
herleiten können. Um dies an einigen Beispielen zu zeigen, 
wollen wir die Gaussischen Formeln der sphärischen Trigono- 
metrie aus unseren Formeln für die elliptischen Functionen 
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und zweitens das Additionstheorem der elliptischem Fmictio- 
nen aus der sphärischen Trigonometrie ableiten. 

Zu den Gaussischen Formeln werden uns die Foimeln 25) 
bis 28) des § 30 führen. Um das doppelte Zeichen bequem 
beibehalten zu können und dadurch zu gleicher Zeit zwei der 
Gaussischen Formeln zu erhalten, wollen wir mit e eine Grösse 
bezeichnen, die nur einen der beiden Werthe + 1 oder — 1 
haben soll, so dass stets 

ist. Dann lassen sich die Formeln 27) und 28) so schreiben: 

' ^^ ^ 1 — Ä;* siii*a sin*& 

Daraus folgt durch Division: 

1 +6J$ ^ (i + sJ$y ^ (Ja + sJb)^ 
l — sJ$ k^sin^O Ä;«8iii«(a — €6)' 

Ebenso ergiebt sich aus 25) und 26) durch Division 

1 + g cos ^ (1 + g cos $)^ ___ (cos g + g cos b)^ 

1 — « cos ö sin* ö (sin aJb — s sin b Jä)^ ' 

mithin, wenn man die beiden letzten Formeln dividirt und 

die Wurzel auszieht: 

^/>v ^ 1 4- ^^^ (z^g + g^fe) (sin a Jb — s sinb Ja) 

'^ ^ ' ' 1 + g cos ^ sin (g — fi &) (cos g + £ cos 6) 

üeber das der Wurzel zu ertheilende Zeichen ist zu bemer- 
ken, dass die eben aufgestellte Formel richtig ist, wenn sich 
ergeben wird, dass der rechte und linke Theil dieser Gleichung 
beide gleiches Zeichen haben. Sollte sich dagegen heraus- 
stellen, dass der eine Theil das entgegengesetzte Zeichen 
des andern hat, so müsste man einem von beiden noch ein 
Minuszeichen vorsetzen. Führt man nun die im rechten 
Theile angedeuteten Multiplicationen aus, indem man be- 
merkt, dass 

cos sb = cos b, sin aft = ^ sin 6, 
also 

sin {a — ^6) = sin a cos 6 — £ sin b cos a 

ist, so erhält man 

l'{-fd$ Ja Jbsma'— Ja JbBmb-^-s Bing J^b — sBmbJ^a 

1 + f coBÖ cosg cos6 sing — cosg cosö smb—s sinft cos^g-J-asing cos'ft' 
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Löst man nun ^^a, ^^h, cos^a, cos^b auf, so dass 

l + sJO Ja Jb {Bi ng '-8inb)+s8ma(i --k^QiD^h) -'S sixib(l —k^Bixi*a) 
l + scos$ cos a cos b (sina — sin&) — «8in&(l-~8in2a) + fi8ina(l — sin«^) 

wird, so sieht man, dass sich der Bruch durch sin a — sin 6 
heben lässt, wodurch man erhält 

1-^8^$ dadb-^ ts + sk^ sin aBinb 

1 + « cos Ö cos a cos 5 + « + « sin a sin b ' 
oder 

1 + sJ$ 1 + g JaJb + k^ sin a sin b 

1 + £ cos ö 1 + f cos a cos 6 + sin a sin b 

Diese Formel kann man nun leicht in eine der sphärischen 
Trigonometrie umwandeln; denn setzt man 

6 = c, 

sin. Ä = Je sin a, sin JB = Ä sin 6, sin C = ^ sin ö, 

so ist, weil Ö = am {u — v) ist, C ein spitzer Winkel, folglich 

^0 = cos C. 
Dann aber muss einer der beiden Winkel Ä und B spitz, 
und der andere stumpf sein, man muss daher 

cos J. cos JS = — JaJh 
setzen und erhält dann 

1 + « cos O 1 — £ cos ^ cos JB + sin ^ sin B 

1 + « cos c 1 + a cos a cos & 4" sin ö sin & 

1 — « (cos A cos B — sBmA sin B) 
1 + « (cos a cos & + * sin a sin b) 
_ 1 — g cos (^ + bB) 
' 1 + £ cos (a — sb) 

Da diese Formel zeigt, dass beide Theile der Gleichung posi- 
tiv sind, so ergiebt sich, dass wir früher bei der Wurzel- 
ausziehung das richtige Zeichen gewählt haben. Vorstehende 
Gleichung enthält nun wirklich zwei der Gaussischen Formeln ; 
denn setzt man £ = -j- 1 , so verwandelt sie sich in 

cos 4 (7 ^ B\n^{A+B) 
cos -Je co8^(a — &) ' 

und für a = — 1 in 

sinfC ^ cos \{A — B) 
sin ^ c sin -J (a + b) 

Die beiden anderen Gaussischen Formeln wird man auf 
ähnliche Art erhalten, wenn mau statt der Gleichung (6) die 
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entsprechende für J_" ^ — r herstellt, indem man den Ausdruck 
i+iml in -r^^^, umformt. 

1 — « COS $ (1 — € COS $)* 

Um zweitens das Additionstheorem der elliptischen Functio* 
nen aus der sphärischen Trigonometrie herzuleiten, betrachten 
wir in einem sphärischen Dreiecke eine Seite c und den ihr 
j,.g g gegenüberliegenden Winkele als 

constant, während die übrigen 
Stücke sich verändern mögen. 
(Fig. 8.) Wir denken uns also 
etwa, dass sich die Seite AB 
zwischen den Schenkeln des un- 
veränderlichen Winkels C so bewege, dass wenn sie in die 
Lage A'ff übergangen ist, -4'JB' =^ AB sei. Alsdann ist 
auch der Modul des sphärischen Dreiecks 

, sin C7 

sin c 

eine constante Grösse. Den Winkel C nehmen wir, um die 
Formel für die Addition zu erhalten, stumpf an, dann sind A 
und B entweder beide spitz oder beide stumpf, mithin cos A 
und cos B von gleichem Zeichen. Unter diesen Voraussetzungen 
nun diflferentiiren wir die Grundformel der sphärischen Trigono- 
metrie 

(7) • • cos c = cos a cos 6 + sin a sin l cos C 
vollständig nach a und b und erhalten 

== ( — sina cos 6 + cos a sin 6' cos (7) da 
+ (— cos a sin 6 + sin a cos b cos C) db. 
Nun ist aber 

sin a cos b — cos a sin b cos C ^^^ sin c cos B 
cos a sin 6 ^ sin a cos fr cos C = sin c cos A, 
folglich 

= — sin c cos B da — sin c cos A db, 
und da entweder cos B=jd b und cos Jl. = z/ a, oder cos B= — ^b 
und cos A = — ^a ist, 

= Jb da + ^(^ db 
oder 

(8) • • • • • • •£ + ^ = «- 
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Wenn also zwischen den Variablen a und h die endliche 
Gleichung (7) besteht, so besteht zwischen ihnen auch die 
Differentialgleichung (8), jene ist also eine Integralgleichung 
dieser. Letztere enthält die Constante h, die endliche Glei- 
chung (7) dagegen die Constanten c und C; da aber vermöge 
der Gleichung 

sin (7 = ifc sin c 

G eine Function von ft und c ist, so enthält die Gleichung (7) 
eine Constante mehr als die Differentialgleichung (8) und 
ist demnach die vollständige Integralgleichung von letzterer. 



Achter Abschnitt. 

Das Additionstheorem der zweiten und dritten 
Gattung. 

§ 34. 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Summe zweier 
elliptischen Integrale der zweiten Gattung zu finden, wenn 
zwischen ihren Amplituden die in den vorigen §§ behandelte 
Belation stattfindet. 

Es seien also 9), ^ und 6 drei solche Amplituden, dass 
zwischen ihnen folgende Gleichungen bestehen 

COS <? == cos qp cos ^ — sin 9 sin ^ ^6 






(1) 



von welchen die beiden ersten vollständige Integralgleichungen 
der letzteren mit der willkürlichen Constante sind; es ent- 
steht dann die Aufgabe, die Summe U der Integrale 

E,{sp) + E,(S>)='U (2) 

zu finden. Hier ist TJ ein Integral von einer Function von g? 
und ^, da aber vermöge der vorhergehenden Gleichungen (]) ^ 
eine Function von 9 und der willkürlichen Constante ist, 
so ist ü ein Integral von einer einzigen Variablen, eine 
Quadratur; Z7 ist daher ein integrabler Ausdruck, und es fragt 
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sich nur, ob das Integral auf einen algebraischen Ausdruck^ 
einen Logarithmus oder Kreisbogen führt, oder ob es höherer 
Natur ist. Es wird sich zeigen, dass das erstere der Fall ist. 

Der Weg, ^ als Function von q) in U wirklich einzu- 
führen, würde ein sehr weitläufiger sein ; wir kommen kürzer 
zum Ziele, wenn wir U als Function der beiden Variablen 9 
und ^ behandeln und dU als ein vollständiges Differential 
herzustellen suchen, was nach den eben angestellten Be- 
trachtungen gelingen muss. 

Da nach der im § 18 aufgestellten Definition der Function £j 

J5?j (9>) = I <d(p dg) 

ist, so erhält man durch vollständige Differentiation der 
Gleichung (2) nach g? und f 

dU ^= ^ q> dq> '■\- Jip öf^; 
addirt man dazu die aus der letzten der Gleichungen (1) 
folgende Gleichung 

= ^^ dq) -[- ^(p dtlf] 
so erhält man den sogleich integralen Ausdruck 

dU={^(p + ^ili){d(p + dili). 
Setzt man nämlich, wie im § 28 (S. 108), 

und benutzt die daselbst unter (23) abgeleitete Formel 

-^g? + jdilf = ß sinjp, 
wo /3, durch ausgedrückt, den Werth 

^ sin G 

hat, so erhält man 

du = ß sinp dp, 

und dann durch Integration sofort 

U=-ß^Hp + C^- U^-f-" cos (g. + *) + C, 

WO C die Integrationsconstante bedeutet. Es handelt sich 
jetzt nur noch darum, die letztere zu bestimmen, d. h. durch a 
auszudrücken, und die Gleichung auf ihre einfachste Gestalt 
zu bringen. 
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Setzen wir zu diesem Zwecke in die nun gewonnene 
Gleichung 

E, (9>) + E, (^) = - '-±7^ cos (9, + ^) + C 

die beiden zusammengehörigen Werthe g) = und ilf = 6 ein, 
so erhalten wir, da E^ (0) = ist, 



und dadurch 



C = E, ((y) + L+^cos<?, 
i \ y i sin ff ' 



E, («p) + E, (f) - E, (0) = ^^ [cos ff - cos {q> + V»)] 

= -^ — - (cos a — cos q) cos ^ + sin qp sin^). 

Wegen der Gleichungen (1) ist aber 

cos a — cos (p cos ^ = — sin g) sin ^ ^a; 
folglich erhält man 

X (9,) + E, it) - E, (0) == -i^ sin 9 sin ^ . . (3) 

= k'^ sin 9 sin ^ sin a. 
In dieser Gleichung besteht das Additionstheorem für die 
zweite Gattung; man könnte darin noch sin & nach (29) § 29 
durch (p und t^ ausdrücken, wodurch der Ausdruck rechts von 
g? und ^ allein abhängig wird. Es ist zu bemerken, dass 
diese Gleichung wieder nur in Verbindung mit den Glei- 
chungen (1) einen Sinn hat, indem sie nur dann gilt, wenn 
die Amplituden g), t^, <? jenen Gleichungen genügen. Sie 
wird aber zu einer selbständig dastehenden Gleichung, wenn 
man die elliptischen Functionen einführt. Denn setzt man 
wie früher 

q) = amu, if; = am v, so ist a = am {u + v); 
E, {(p) = ^ (m), E, (t) ==Eiv), E, {0) = E{u + V), 
also 

E {u-\-v)==E {%l^-\- E (v) — k^ sin amti sin am i; sin am{u'\-v). 
Damit ist die Function E von der Summe (u + v) durch die 
Functionen der einzelnen Argumente und durch einfache 
elliptische Functionen ausgedrückt. Für den speciellen Fall, 
dass V = K ist, erhält man hieraus, da 

E{E) = E und sin am K = 1 
ist, 

Dnröge, eUipt. Functionen 3. Aufl. 9 
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E (u-]- K) = E (u) -{- E — Jc^ sin am u sin am {u + K), 
oder nach (17) § 10 • 

E(u + E) = Eiu) + E-^¥smam'u'^^. 

§35. 

In ähnlicher Weise, wie eben unter Zugrundelegung der 
Gleichungen (1) die Summe zweier Integrale zweiter Gattung 
gefunden worden ist, kann man auch die Summe zweier 
Integrale dritter Gattung finden. Setzt man nämlich unter 
Anwendung der Legendre^schen Form (vgl. § 21) 

n, (<)p, n) + 77, (t^, n) = U, 
so ist, weil ^ eine Function Ton qp ist, U ein Integral von g) 
allein, also muss sich dU, durch q) und ^ ausgedrückt, in 
einen integrablen Ausdruck umformen lassen. Man hat (§ 21)*) 

dU = ^y I < ^^ 

(1 + ** sin'qp)^qp ' (1 + w sin* iff) dip^ 

aber wegen (1) ist 

folglich 

f5) • • dU= n (Bin« ^ — sin« y) <^qP , 

^ ^ 1 + w (sin* g> + sio* 'V') + w* sia* g> sin* 'V» -i^ g> 

Nun folgt aus der Gleichung (3) durch Differentiation, 

weil ö als constant zu betrachten ist, 

^g) dq> + -^^ dilf = W sin <y d(sin q> sin ^), 

oder mit nochmaliger Benutzung der Gleichung (4) 

Ä^ sin öf(sin qp sin ^) = — ^-^ — - dg) 

= F (sin« ^ — sin2 9) ^ . 
Dies nun in (5) substituirt giebt 

T U w sin a ^(sin <p sin i/>) 



1 + w (sin* qp + sin* ^) + w* sin* 9 sin* -^ ' 
oder wenn man 

sin« g) + sin« ^ = j) , sin 9 sin ^ = g' 
setzt, 



•) Legendre, Exercices du calcul integral. I. p. 75, und Traite des 
fontions elliptiques. I. p. 74. 
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j jj n sin ff dq 

^^ — i+wp + w«^« ' 

und es bleibt jetzt nur noch übrig, p durch g auszudrücken. 
Dies geschieht vermittelst der zweiten der Gleichungen (1), 
denn aus derselben folgt 
(cos -{- q^jday = cos^ (p cos^ ^ = (1 — sin^ 9?) (1 — sin^ ^) 

folglich erhält man 

2? = 1 + 2^ — (cos + qiJ0y 
= sin^ — 2 cos <? ^ <? g + ft^ sin^ q^, 
und dann 

njj nsinadfg 

1 + w sin* — 2 n cos aJaqi + n (n-+ fc* sin* a) 3'^ 

oder wenn man der Kürze wegen 

n sin 0=Mj n cos 0^0 = i^, | 

1 + w sin2 (?= J., >^ (w + Ä^ sin^ 0)=n (w + 1 —^2^) = Cj ^ ^^ 

setzt, 

^77 ^^i__ . 

Hiedurch ist nun d U als ein Differential von einer einzigen 
Variablen q dargestellt, und man erhält alsdann 

^1 (95 w) + JI, (^, w) =/t?[7 + Const. 
Zur Bestimmung der Constanten hat man die Bedingung zu 
benutzen, dass für 9) = 0, ^ = 0, also q = werde;, dann ist 

n^ {0, n)=/dU+ Const., 

folglich 

77, (<)p, n) + 77, (^,.n) ~ 77, ((?, n) =y;d£r. 


Nun schreibt sich 

^TT_ CMdq CM dg 

^^ ~ AC — 52 + (C'g — JB)« "" ^C - 5* * , / Cq^B Y^ ' 

demnach erhält man durch unbestimmte Integration 
M . Cq-B 

,, : arC tg -7==z==: 

und dann , wenn man der Kürze wegen f du = Z7, setzt, 



TT ^ r t Oq-- B , , . -BT 
Ui = ,,— . arc tff -,_ \- arc tg ,. ■. • 
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und wenn man endlich die beiden Arcus Tangens nach der 
Formel 

arc tg a: + arc tg y = arc tg ^_^ 

vereinigt, 

Ij ^ arctg g^3ö^^^ ^ 

Substituirt man nun hierin die Werthe von Jf, Ä, B, C aus (6), 

so erhält man zunächst 

AG—B^ = n{l + n — ^0) (1 + w sin^ a) — n^ cos^ a^^a 

= w [1 + n — ^2 ^ + w (1 + w) sin^ a -- w z/^ <?] 

= w (1 + w) (1 — ^2 <? + w sin2 6) 

= w (l + n) (ifc^ + n) sin^ a, 
also wenn man der Kürze wegen 

n 
setzt, 

j/AC —~B^ = n j/ä sin a, 
und daher 

n, (<)p, n)+n, (^, n) - n, (a, n) = CT, 

1 I nVaem q> sin '^ sin a 

y~^ ^ 1 + ♦* ßi"!* o — n sin 9 sin iff cos c Je 

Für den Fall, dass der Parameter n negativ und numerisch 
kleiner als k'^ ist, auf welchen Fall, wie § 21 erwähnt ist, 
sich die JdCoWsche Normalform der dritten Gattung bezieht, 
wird der vorige Ausdruck von imaginärer Form und verwandelt 
sich in einen Logarithmus. Setzt man für diesen Fall 

n = — Ä^ sin^ «, 
so wird 

. cos aJa 



y-^^j/(l + n)^+j^^i. 



demnach erhält man ^ 

jj tg a . — ik^ sin a cos a ^a sin 9 sin ijf sin a 

1 ida ^ i — A* sin« a sin* a + ^^ »iß* a sin 9 sin -^ cos a da ' 

und wenn man die Formel • 

j arc tg *^ = i log j-^ 

anwendet. 
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und 

TT 1 — Ä;' sin» <y sin' Qg — fe^siutt sin y Bin '^(Bing cos cgz^g — sing cosaJa) 

1 — Ä;*sin*tf sin*a + Ä;*8inasin9 Bm^(sm<r cosaz/a+sina cos<r^<y) 

. 79 • • * . sin a cos a Ja — sin a cos a Ja ^ 

1 - &» Bin « an qp Bin ^ i - y rtn' ,> ri.« » 

T \ 7» '' '' '' , sin a cos a Ja + sin a cos a Ja 
1 + Ä« sm « sm <p sin -^ 1 - t» sii? a sin» a 

Dieser Ausdruck kann nun auch unmittelbar in elliptischen 
Functionen ausgedrückt werden. Nach S. 78 hat man näm- 
lich, wenn 

q) = am Uf n = — Tc^ sin^ a = — Tc^ sin^ am a 
gesetzt wird, 

77,(9„») = « + |^77(t*,a). 

Nun ist aber, wenn ausserdem ^ = sin am v gesetzt wird, 

= am (u -\- v)y man erhält also sofort 

77 (u, a) -i- n{v,a) — n(u + v,a) = ^ log JBT. 

In dem Ausdrucke für H aber wird den Formeln (32) S. 113 

gemäss 

sin a cos a Ja T sin a cos a da . / t -r- \ 

T; — v-i = sm am (u + V + a), 

1 — A* sm* ff sm« « \ I I /> 

und daher 

1 __ A;* sin am a sin am t* sin am v sin am (tt + ^ — «) 



fi^ = 



1 + Ä* sin «w öt sin aw t* sin aw t? sin am («* + t? + a) 



Neunter Absclmitt 

Das Abersche Theorem. 

§ 36. • 

Die in den vorigen Abschnitten gewonnenen Ergebnisse 
können wir jetzt dahin zusammenfassen, dass die elliptischen 
Integrale folgende wichtige Eigenschaft besitzen: Besteht 
zwischen den trigonometrischen Functionen von cp, ^ und 6 
die algebraische Relation 

cos = cos g? cos ^ — sin 97 sin ^ ^ <;, 
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so ist zu gleicher Zeit 

i^(9>) + i^(t^)-F(<y) = 0, 

■^1 (9^) + -^1 (^) — ^1 (^) = *^ sin9? sin^ sin er, 

n, {% n) + n, (^, n) - 77i (ö, n) = U,, 

,wo ?7j den im vorigen § abgeleiteten logarithmischen oder 

cyclometrischen Ausdruck bedeutet. 

Eine ähnliche Eigenschaft kommt nun auch einer Classe 

viel allgemeinerer Integrale zu, nämlich allen Integralen von 

der Form 

ff{x,y)dx, 

in welcher f eine rationale Function bedeutet, y aber eine 
algebraische Function von x im allgemeinsten Sinne, d. b. 
die Wurzel einer algebraischen Gleichung, deren Coefficienten 
rationale Functionen von x sind. Indem Abel dieses nach 
ihm benannte Theorem entdeckte^ brach er die Bahn zur 
Untersuchung von Transcendenten, von denen man vor ihm 
nicht den geringsten Satz anzugeben vermochte. 

Abel hat diesem Gegenstande zwei Abhandlungen ge- 
widmet*). In der ersten erörtert er seinen Satz in ausführ- 
licher Weise, bezieht ihn jedoch noch nicht auf jene all- 
gemeinste Classe algebraischer Integrale ; sondern nur auf 
solche, die eine Quadratwurzel aus einer ganzen Function 
beliebigen Grades enthalten; in der zweiten dagegen wird ein 
sehr kurzer Beweis des Theorems in seiner allgemeinsten 
Form gegeben. In neuester Zeit haben Clebsch und Gordan**) 
das AbeFsche Theorem mit Hinzuziehung einiger Betrachtungen 
aus der Lehre von den algebraischen Curven auPs Neue be- 
wiesen, und dieser Beweis zeichnet sich besonders dadurch 
aus, dass trotz grosser Allgemeinheit der zu Grunde liegenden 
Formen das Resultat vollständig und in überraschend ein- 
facher Gestalt hergestellt ist. In dieser wichtigen Schrift 
wird ausserdem vielfach auf das AbeFsche Theorem und zwar 
gerade auf die dabei vorkommenden Einzelheiten Bezug ge- 



*) Remarques ^r quelques propri^t^s g^nerales d*une certaine sorte 
de fonctions transcendantes. Crelle's Joum. Bd. 3. 

Demonstration d'une propriät^ gänärale d'une certaine classe de 
fonctions transcendantes. Crelle^s Journ. Bd. 4. 

**) Clebsch und Gordan, Theorie der Aberschen Functionen. 
Leipzig 1866. 
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nommen. Dies gab Veranlassung, hier auf das Theorem in 
seiner ursprünglichen Gestalt wieder zurückzukommen, und 
da es hier viel weniger darauf ankam, den Satz in seiner 
ganzen Allgemeinheit zu beweisen, als vielmehr darauf, die 
Details der Untersuchung hervortreten zu lassen und die Ver- 
bindung mit den elliptischen Integralen festzuhalten, so ist 
im Folgenden die erste der genannten Abhandlungen ÄbeVs 
zu Grunde gelegt. 

Abel schlug in gewisser Beziehung einen ähnlichen Weg 
ein, wie Euler, indem er auch von einer algebraischen 
Gleichung ausging. Diese setzte er aus vier ganzen Functionen 
^'^^, d'20f ^i^y 9^2^ zusammen. Es sei 

d'^e vom Grade w, , 
q>^0 - - vu 

und zwar 

^^^ = aQ + a^ + a^ S!^ + ' ' ' + um, ^"*', 

^^2^ = &0 + &l ^ + ^2 ^^ H h 6m. ^'*^. 

Bildet man dann die ebenfalls ganze Function 
F0 = {%'^0f q>i0 — (P'2^y q>2^, 

so ist F0 = die Gleichung, von welcher Abel ausge- 
gangen ist. 

Die Function F sei vom Grade (i] bezeichnet man mit 
^i; ^27 • • • ^A* ^^^® vorläufig alle als ungleich vorausgesetzten 
Wurzeln und mit Ä den Coefficienten der höchsten Potenz 
von 0, so ist 

(•O", 0y (Pi0— i^i^y 9>2^ «= J. (;^ — Xi) (0 — X2)--{0 — Xfi). (1) 

In dieser Gleichung hat der Buchstabe keine besondere Be- 
deutung, sondern ist nur der Träger des Functionszeichens, 
die allgemeine Bezeichnung für das Argument der Function, 
an dessen Stelle nach und nach verschiedene Grössen gesetzt 
werden sollen. Die Variablen dieser Gleichung aber sollen 
rechter Hand die Grössen x^, 0^25 • • • • a?^ und linker Hand 
die Coefficienten der Functionen d', also die Grössen «q, 
a^i ' ' ' ' am^, bQ, b^, ' • ' • bm^ sein. *Die Coeffixjienten der 
Functionen g) hingegen sollen als constant betrachtet werden. 
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Setzt man in (1) an die Stelle von ^ irgend eine der 
Grössen a?,, x^^ •••^m» ^^® ^^^ ^ ohne Index bezeichnet 
werden möge, so verschwindet der Ausdruck F, Man- 
hat also 
(2) . • . -Fo; = {J&^xy (p^x — (#2^)2 (p^x = 0. 

Diese Gleichung repräsentirt fi verschiedene Gleichungen, 
welche entstehen, wenn man an die Stelle von x nach und 
nach x^, X2', ' * • XfA setzt, und vermöge derselben kann man 
sich die letzteren Grössen als Functionen der Coefficienten 
ttQ, «1, etc., 6q, 6i, etc. denken. Aus dem Umstände aber, 
dass die Anzahl ^ dieser Gleichungen von der Anzahl der 
Coefficienten üq, a^, etc., fe^, 6,, etc. verschieden sein kann, 
hat Abel den grössten Nutzen gezogen. 

Wir diflferentiiren nun die Gleichung (2), und zwar voll- 
ständig, sowohl nach x, als auch nach den Coefficienten der 9-, 
und bezeichnen, um die Differentiation nach den letzteren 
Variablen auszuzeichnen, diese mit dem Zeichen d. Bezeichnet 
ferner, wie gewöhnlich, F'x den Differentialquotienten von Fx 
in Beziehung auf x allein, so erhält man durch die voll- 
ständige Differentiation der Gleichung (2) 

(3) rx'dx + dFx = 0, 

und es ist 

(4) • d Fx = 2 ' d'^x . (p^X' S 9^x — 2 d'^x • (p^x • * d'.^x. 

Aus der Gleichung (2) folgt durch Wurzelausziehung, wenn 
man das doppelte Zeichen der Quadratwurzel mit € andeutet^ 
welche Grösse daher nur einen der Werthe -f- 1 oder — 1 
haben soll, 

(5) • • • • d'^X ' }/g)iX = € ' d'2X ' j/(p2X. 

In Beziehung auf s ist diese Gleichung von zweifacher Natur. 
Soll sie nämlich dazu dienen, eine andere unbekannte Grösse 
zu bestimmen, so kann man dem e beide Werthe zuerthjeilen, 
und wird dann zu zwei verschiedenen Sätzen oder Relationen 
geführt. Sind dagegen alle in dieser Gleichung ausser s 
vorkommenden Grössen schon bekannt, so dient dieselbe dazu, 
den Werth von a, der dann nicht mehr beliebig ist, zu Ije- 
stimmen, nämlich so," dass beide Seiten der Gleichung das 
gleiche Zeichen erhaltei^. 
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Mittelst der Gleichung (5) kann man dem Ausdruck (4) 
eine andere Gestalt geben. Bezeichnet man nämlich das 
Product der Functionen ip^x und 92^ ^^ 9^) ^9 ^^^ 

so erhalt man aus (5) 

d'^x- q>iX^=: 6 ' d'2Xl/4px und ^^x - (p^x^=^ s-^^xj/^px^ 
und wenn man dies in (4) substituirt, 

8Fx = 2b' {^^x • <J O-jic — ^^x ' 8 f^^x) j/^, 
wodurch die Gleichung (3) in folgende übergeht: 

F'x - dx = 2 € ' (d'iX • * d'2X — d'2X ' d d'^x) fq^x, 
aus welcher, da «^ = + 1 ist, 

dx 2 (^irc ' d &2X — ^^x ' S &iX) 

folgt. 

Hiedurch ist linker Hand ein Differentialausdruck her- 
gestellt, der die Quadratwurzel aus einer ganzen Function (px 
beliebigen Grades enthält , und in dem speqiellen Falle, dass 
diese vom vierten oder dritten Grade ist, integrirt das 
elliptische Integral der ersten Gattung liefert. Man kann 
aber diesen Differentialausdruck verallgemeinern und ihm 
eine solche Gestalt geben ^ dass er zu gleicher Zeit alte drei 
Gattungen der elliptischen Integrale als specielle Falle in sich 
schliesst. Man hat dazu die vorige Gleichung nur mit 

fx 
x — a 

zu multiplicireu; worin fx eine ganze Function von x^ und 
CK eine beliebige von x unabhängige Grösse bedeutet. Man 
erhält alsdann 

fx'dx 2 fx (d-^x ' 9 d-^x --^tx ' d ^'jX) 

{x - a) V^x ~ {x-a)F^ ' 

oder, wenn man der Kürze wegen 

2fx{d^^X'd&2^ — O-jOJ • d d'^x) = Xx 
setzt, 

fx ' dx Xx 

{X - a) V^x ~ [x^a)Fx' 
In welcher Weise der Ausdruck links auf die elliptischen 
Integrale zweiter und dritter Gattung führt, soll sogleich 
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näher erörtert werden. In Beziehung auf die Function kx 
sei aber bemerkt ^ dass sie eine doppelte Natur besitzt: in 
Beziehung auf x ist sie eine ganze Jb\inction ; in Beziehung 
auf die Coefficienten a^, a^, etc., &07 *i> ^t^- dagegen ist kx 
ein Differentialausdruck, der nur die Differentiale dieser Grössen, 
nicht aber dx enthält. 

Die vorige Gleichung gilt, welche der Variabein Xi^x^r-'-^f* 
man auch an die Stelle von x setzen mag. Setzt man diese 
nun nach und nach für x ein, addirt alle diese Gleichungen 
und deutet die ausgeführte Summation durch ein vorgesetztes 2J 
an, so erhält man 

y, fxdx __ j^ Xx 



{x — a) V^x {x — a) F' X 

Wir bezeichnen die rechte Seite dieser Gleichung der 
eben gemachten Bemerkung zufolge kurz mit dF, so dass 

^(x-^%rx = ^'^ 

sei. Löst man ausserdem auf der linken Seite die Summe 
auf, giebt den Grössen «, deren Werth, wie erwähnt, von 
den Grössen x abhängt, dieselben Indices , wie den letzteren, 
und integrirt, so schreibt sich die vorige Gleichung 



(6) 



J («I - «) V<fXi J {.not—a) r 9>«t 

+ e j ^"^"^^_ =AF+Const. 

Um nun zunächst anzugeben, in welcher Weise diese 
Integrale die elliptischen Integrale der drei Gattungen um- 
fassen, wollen wir ein specielles Beispiel betrachten, das zu- 
gleich dazu dienen möge, die allgemeinen Betrachtungen zu 
erläutern. Dazu bedienen wir uns derjenigen Normalform, 
welche schon § 22 benutzt worden ist, nämlich der Form 



u = 
nach welcher 



1 r ^^ 

JVxJl — x){l—]<^x)^ 



X = sin^ am u 
ist. Um diese zu erhalten, sei 

i*)*, a; = a^j -j- a, x, 
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qp^ r» = (1 — rr) (1 — Jc^x). 
Dann wird 

(pX = X {1 — x) {\ — ¥x), 
und die Gleichung (1) geht über in 

oder, wenn man durch a{^ dividirt und dann 

mithin auch 

d'iX = a -^ Xy d'2X = b 
setzt, in 
F0=:={a + 0yis^h'^{l-0){l-^k'^0)=(0—x^)(0'-x.;)(0—x^). 

Es sind daher hier a und b die Variablen, auf welche sich 
die mit dem Zeichen S bezeichnete Differentiation bezieht. 

Dies vorausgesetzt, gehen die Integrale in dem Ausdrucke 
(6) in elliptische Integrale der ersten Gattung über, wenn 
man 

fx = ^(x — a) 
annimmt. 

Zur Bildung der zweiten Gattung hat man 

' ^ Vx (1 - a?) (1 — k*x) ' 

damit ist 

TP/ \ Cai jj I r {y — k'^x)dx 

. 

'Man erhält daher in (6) elliptische Integrale der zweiten 
Gattung, wenn 

fx = ^{x — u){l —k'^x) 
gesetzt wird. 
Endlich ist 



rr / \ ik^ sin am a cos am a 



J ama , sin' amu ,du 



■ ama sin* am u 


Drückt man dies wieder durch x aus und setzt zur Abkürzung 

am a = d| 
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SO wird 

X 

n (u, a) '=^ i I : -. , 

J (i-'k^ein*9,a:)yx{i-x){l'-k^x) 

und wenn man 

1 

setzt, 



Pin d 

(x-tt)Vx{i—x){l - 





Mithin treten in (&) bei der Annahme 

/. t coß d d d 

elliptische Integrale der dritten Gattung auf. 

§37. 
Wir gehen nun zur näheren Untersuchung des Ausdrucks 
SV =2; ^^ 



{x — a) F'x 
Über. Da hier Ix eine ganze Function von x ist^ so ist auch, 

wenn man 

Xx — itt - 
X — a ' 

setzt; X^x eine ganze Function von x. Wegen der identischen 

Gleichung 

kx = Xx ^ Xa '\- Xa 

erhält man daher 

X — a * ' a? — a 

und 

dV^Xai:- ^—— + 2:^^ 

{X — a) F X • F X 

Hierin kann man zuerst das erste Glied von den Variablen 
^i> ^27 • • • • ^/* befreien, wenn man bedenkt, dass 

Fa = ^ (a — a^i) (a — rUj) (« — ^/i) 

ist, und dass man also, wenn man den Bruch ^ in Partial- 
brüche zerlegt, erhält: 

^^ FS ^ (a — a?j) F'xi ' (a - x^) F'xt + (a^^i^) JF^ ' 
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Denn die rechte Seite dieses Aasdrucks ist nichts anderes als 

und man erhalt daher 

*^=-|5 + ^p| (8) 

Dadurch hat aber das erste Glied eine Form erhalten^ in der 
nur noch die variablen Coefficienten der %", nicht aber die 
Variablen x^, x^t " - Xfi vorkommen; denn es ist 

Xa = 2fa {d'^a.dd'^a — d'^a.dd'^a)) 

Das zweite Glied des Ausdrucks 8T kann man mit Hülfe der 
Gleichung (7) als einen Entwickelungscoefficienten darstellen. 

Entwickelt man nämlich den Bruch in eine Reihe nach 

z — X 

fallenden Potenzen von z, so erhält man 

1 1 ^_L^j_^ la;", 



mithin 

1 ^ 1 1 , 1 a? , 1 a?» _j 1_ a?" , 

(z-'X)F'x z jP'a?"^ ^F'x"^ z^F'x '";g«+iFi"^ 

Setzt man darin für x nach und nach die Variablen x^^x.^--* Xf^ 
ein, addirt alle dann entstehenden Gleichungen und wendet 
die Gleichung (7) an, so erhält man 

und wenn man diese Gleichung mit z^ multiplicirt, 

Dies zeigt nun, dass 2Jw- der Coefficient der (— 1)*«" Potenz 

Jj X 

von SS in der Entwickelung der Function w- nach fallenden 
Potenzen von z ist, was mit dem Zeichen 

^Ä=[^].- (11) 

bezeichnet wird.. Eine ähnliche Gleichung findet nun aber 
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auch statt, wenn an Stelle der Potenz 7f^ eine ganze Function 
von x^ z. B. Ai^r, tritt. Denn, wie aus der Definition der 
Entwickelungs-Coefficienten leicht hervorgeht, gelten von die- 
sen dieselben Sätze ^ wie von den Differentialquotienten in Be- 
zug auf Addition und Subtraction, in Beziehung auf die 
Multiplication mit einem von der Entwickelungsgrosse jsr un- 
abhängigen Factor^ sowie auch in Beziehung auf Differen- 
tiation und Integration nach einer von z unabhängigen Grosse. 
Setzt man daher für den Augenblick 

AjiT = Co + Cj a? + ^2 ^^ + ' • • • ? 
so ist 

und dann in Folge der Gleichung (11) 

Wegen der eben erwähnten Sätze aber zieht sich dies in 

oder in 

T h^ — \hl\ 

^ F'x ~ \Fz\ z-^ 
zusammen. Hiedurch geht die Gleichung (8) zunächst über in 

(12) .... SV ^+[J^],-., 

und darin kann nun statt k^z wieder Xz eingeführt werden. 

Es war nämlijt^h 

-I „ _ Iz la 

^^^ — T^Ti^ — J-Zr^y 

also ist 



(^^) • L"^Ji^-^= L(^ - i Fz\ z-^ - ^"^ l{z-a) Fz\ , 



-1; 



man kann aber zeigen, dass das zweite Glied dieses Ausdrucks 
verschwindet. 

Entwickelt man nämlich den Bruch ^r-, wo 

Uz = ^ (ä^ -f Bz^-^ H ) 
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eine beliebige ganze Function von 2 bedeute , nach fallenden 
Potenzen von 0^ so erhält man 

1 1 



(14) 



L__=_Lri^f^+...'i ] 

• ' +(i+...y+--]- 

Die Entwickelung beginnt also erst mit der n*®"» Potenz von 
-, die Coefficienten aller niedrigeren Potenzen sind daher 
Null. Damit ist schon bewiesen, dass 

1{z-cl)Fz\z-^'^^ 

ist; wir wollen indessen noch einige andere Sätze hervorheben, 
um diese später anwenden zu können. Vergleicht man mit 
dem Vorigen die in (10) ausgeführte Entwickelung der reci- 

proken ganzen Function p-, vio Fz vom ft^«" Grade ist, so 

sieht man, .dass die Coefficienten der niedrigeren Potenzen 

von — sämmtlich Null sein müssen, und der Coefficient von 

z ' 

— gleich "2 wird, daher erhält man folgenden Satz: 

Ist Fz^==^ A{z — x^ {z — x^ ' ' ' * {z — Xf^ 

eine ganze Function vom ft*^" Grade, und sind ic,, iCj, • • ■ ^^ 
die sämmtlich von einander verschiedenen Wurzeln der Glei- 
chung Fz = 0, so ist 

^ ^ I wenn jp < ft— 1, 

die Summe auf alle Wurzeln x^yX^j - - - Xfi ausgedehnt. Multi- 
plicirt man femer die Gleichung (14) mit einer ganzea Function 
fmZ vom w*«" Grade, so beginnt auf der rechten Seite die 

Entwickelung mit der {n — mf^^ Potenz von ~; daher wird 

• * 

der Coefficient von — noch Null sein, wenn n — w 5 2 ist. 

z "^ 

Man hat demnach auch den Satz: 

Es ist I ^J ^-.1 = 0, wenn m^n — 2. 
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Endlich untersuchen wir des Folgenden wegen auch gleich 
noch; wann der Ausdruck 

-1 



ti^]^-^ 



verschwindet. Aus der vorigen Betrachtung geht hervor, dass 
die Entwickelung von 

die erste Potenz von - nicht enthalten wird, wenn die Ent- 
Wickelung von 



(4^) 



1« 



z ' z^ 



die zweite Potenz von ~ nicht enthält, sondern erst mit 



oder höheren Potenzen von — beginnt. Dieses wird aber der 

Fall sein, wenn _ 

w — 2m> 3; 
also ist 

'"^"' 0, wenn 2in^n- 3. 



fej^"'' 



Dem Vorstehenden gemäss verschwindet also in der That 
das zweite Glied der rechten Seite der Gleichung (13), und 
dadurch geht der Aasdruck (12) für dF in folgenden über: 



^^~ Fa '^\xz-a)Fz\z'^ 



Hiedurch sind nun die Variablen x^^ x^, ' ' * Xfi fortgeschafft; 
denn substituirt man jetzt die Ausdrücke (9) für die Functio- 
nen A und jF, so erhält man 



(15) 



■^ 1{Z - «) [(^, Z)^ q>,Z^ {»^zy q>^z] Z^^ ' 



Wir haben diese Entwickelung gemacht unter der Voraus- 
setzung, dass die Wurzeln a;, , äJj, • • • a:^ der Gleichung Fe = 
alle von einander verschieden sind. Da aber der vorstehende 
Ausdruck diese Grössen gar nicht mehr enthält, so bleibt die 
Gleichung (6), in welcher für dV der eben gefundene Aus- 
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drack zu setzen ist; richtig, wenn man zunächst annimmt; 
dass irgend zwei der Grössen iPj , iCj , • • • rr^ einander sehr nahe 
gleich sind; sie wird daher auch nicht zu bestehen aufhören, 
wenn jene vollkommen einander gleich werden, üebrigens 
hat dieser Fall für uns keine Wichtigkeit, und wir werden 
die kleinen Modificationen, welche das Auftreten gleicher 
Wurzeln später nothwendig macht, übergehen. 

Den Ausdruck (15) kann man nun leicht integriren; denn 
da die durch das Zeichen d angedeutete Differentiation sich 
nur auf die in den d" enthaltenen Coefficienten bezieht; so 
sind beide zu integrirende Ausdrücke von der Form 

^ pdq — qdp 

worin A, m und n constant sind. Betrachtet man darin — 
als die Variable; so erhält man leicht 



/ 



pdq — q dp 
2>* »w — q^n 



: L log p1^+_pL^ 
2ymn pVm — pVn 



Die Integration des Ausdrucks dV liefert daher; da für m 
und n resp. g)^ und 9)3 , für das Product mn also die Function 9? 
zu setzen ist, wenn mit C die willkürliche Constante bezeich- 
net wird; 



, r ^^ _ log -Ml^Wii^ifi^ji] 

t{z—a)yq>z d^iZVtpiZ — ^tzVtptZj e~^ 



(16) 



Hiemit ist der erste Theil des AbeFschen Theorems erwiesen, 
der darin besteht; dass die Summe von gewissen positiv oder 
negativ genommenen Integralen einem logarithmischen Aus- 
drucke gleich ist; nämlich nach Gleichung (6): 






fXfdxf 






+ 



(17) 



Ehe wir zu dem zweiten Theile übergehen, nämlich zur 
näheren Untersuchung der algebraischen Beziehung; in wel- 
cher die Variabein x^J x^i * ' - x^ stehen, wollen wir zunächst 



Dur&ge, ellipt. Functionen. 3. Aufl. 



10 
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zusehen, wie sich der Ausdruck V für gewisse Classen der 
Function fx vereinfacht. 

Wenn erstlich fx eine durch x — a theilbare ganze 
Function ist, sodass, wenn man 

fx = {x — a)fxX 

setzt; f^x wieder eine ganze Function ist, so ist offenbar 

fa = 0', 

folglich verschwindet alsdann das erste Glied des Ausdrucks Vj 
und es bleibt ausser der Constanten C nur das Entwickelungs- 
glied übrig. Dies ist z. B. der Fall bei den elliptischen 
Integralen der zweiten Gattung, denn nach S. 139 hat man 
für diese 

zu setzen. 

Wenn zweitens {fx^ von einem niedrigeren Grade ist 
als ^x^ so verschwindet das Entwickelungsglied. Um dies 
einzusehen, erinnere man sich, dass, wenn fmS und fn0 zwei 
ganze Functionen vom resp, m*«" und n*®" Grade sind, das 
Entwickelungsglied 

fö].--» 

ist, sobald 2m < n — 3. Daraus folgt, dass 

r fj^^'\ =0 

sein wird, sobald (f^Y von niedrigerem Grade ist als q>Zy 
denn dann ist der Grad von {fz^ mindestens um 3 Einheiten 
kleiner als der von {z — aytpz. Dieses Verhältniss ^rd 
auch noch fortbestehen, wenn man den in der Parenthese [] 
stehenden Ausdruck mit einer gebrochenen Function multi- 
plicirt, deren Zähler nicht von höherem Grade ist als der 
Nenner. In diesem Falle wird also der Coefficient von jen^ 
ebenfalls Null sein. Um daher nachzuweisen, dass das Ent- 
wickelungsglied verschwindet, wenn {fzf- von niedrigerem 
Grade ist als (pz, haben wir nur zu zeigen, dass die mit 

fx 
— ~= multiplicirte Function im Zähler nicht von hohe- 

{Z-^CL)ytpZ ^ 
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rem Grade ist, als im Nenner. Dass dies in der That so ist, 
sieht man am einfachsten ein, wenn man das Entwickelungs- 
glied vor der Integration, also in der Form betrachtet, in 
welcher es in dem Ausdrucke (15) für d V enthalten ist. Hier 
nämlich kann man dasselbe schreiben: 

2fz (»^z '8 &2^ — »jg ' d »jZ) y^z 

Nun waren die Functionen d'^, d'2, 9>j, q>2 resp. von den 
Graden m^, mj, Vj, V2* Der Nenner der mit 

fz _ 
(z — cc) Vfpz 
multipHcirten Function hat also entweder den Grad 2m^-{-v^, 
und dann ist 2 mj + ^2 ^ 2 m^ + ^i 5 oder er hat den Grad 
2 «»2 + ^2 7 ^^^ ddLun ist 2 m^ + ^i ^ 2 mj + ^2« Dtii^ch die 
Differentiation nach den Coefficienten der Function ^ wird 
der Grad dieser Functionen entweder' nicht geändert, oder 
wenn geändert, gewiss nicht erhöht; also sind dd:^0 und 
dd'^z höchstens von den Graden m^ und mj, und der Grad 
des Zählers unserer zu betrachtenden Function ist höchstens 

m, + m,+ ?l±^»^?i?^' + i^?sil>l', und da nun 

-^J^- -j — ^'J^ - entweder ^ 2 m^ + ^1 0^®^ 5 2 mg + ^2 

ist, so folgt, dass der Zähler höchstens denselben Grad haben 
kann, wie der Nenner. 

Das in dF enthaltene Entwickelungsglied verschwindet 
also, sobald {fz^ von niedrigerem Grade ist als ^>z. Inte- 
grirt man nun, so erhält man eine Constante, die sich mit 
G verschmilzt, und es verschwindet also in diesem Falle das 
Entwickelungsglied auch in V nach der Integration. 

•Dieser Fall tritt z. B. bei den elliptischen Integralen der 
dritt.en Gattung ein. Denn bei diesen war 

also vom 1*®° Grade; dagegen q>x^= x (1 — x) (1 — Äj'a;) 
vom 3*®*^ Grade, daher {fx^ von niedrigerem Grade als (px. 
Bezeichnet im Allgemeinen n den Grad der Function fx 
und 2 V oder 2v — 1 den Grad von (px, je nachdem derselbe 
gerade oder ungerade ist, so muss, wenn erstens 

10* 
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^1 + ^2 = 2 V 
ist, damit das Eiitwickelungsglied verschwinde, 

2n <C 2 V also n <. v oder w < v — 1 , 
sein. Ist zweitens 

i/j -j- i/j = 2 1/ — 1 , 
so muss 

2n < 2 V — I oder n <t v — 4^, folglich ebenfalls w < v — 1 
sein. 

Drittens können die beiden eben besprochenen Fälle 
zu gleicher Zeit eintreten; es kann sowohl fx theilbar durch 
X — a, als auch (fxy von niedrigerem Grade sein als (px. 
Alsdann verschwinden beide Glieder des Ausdrucks F, wo- 
durch derselbe sich auf die Constante C reducirt. Dies ist 
bei den elliptischen Integralen der ersten Gattung der Fall, 
wo fx = i^ (iP — a) war. 

Aus der Gleichung (17) kann noch eine ähnliche ab- 
geleitet werden, welche die nämliche Eigenschaft von all- 
gemeineren Integralen aussagt. Man kann nämlich zunächst 
durch beliebig oft wiederholte Differentiation nach a Integrale 
erhalten, welche eine beliebige, etwa die ä*® Potenz von 
X — «im Nenner enthalten; da sodann eine beliebige ratio- 
nale Function r{x) sich in Partialbrtiche mit Nennern von 
der Form {x — ay zerlegen lässt, so gilt auch von Integralen 

von der Form 

'r {x) dx 

V<px 

der Satz, dass eine Summe derselben einem algebraischen, 
logarithmischen oder cyclometrischen Ausdruck gleich sein 
kann. Die nähere Ausführung hievon übergehen wir. 



f' 



§ 38. 

Wir gehen nun zu dem zweiten Theile des Aberschen 
Theorems über, nämlich zur Betrachtung der algebraischen 
Gleichung, welche zwischen den Variabein x^y x^y • • • • ^^u 
besteht. Wie wir gesehen haben, sind diese die Wurzeln der 
Gleichung 
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und folglich genügen sie den (i Gleichungen 






(18) 



-^1 ^fi V^\ ^i" = ^A* ^2 ^A* ^^9^2 ^M- 

Wir haben bis jetzt die unabhängigen Variablen noch un- 
bestimmt gelassen. Nun aber nehmen wir an, dass eine ge- 
vrisse Anzahl der Grössen x^, ^2, ' * * * Xfiy welche Anzahl 
-wir vorläufig mit n bezeichnen wollen, also die Grössen 

die unabhängigen Variablen seien; die übrigen, nämlich 

i^n + lj Ä;n+25 • • • • O?^, 

sowie auch die Coefficienten der Functionen %^ seien die ab- 
hängigen Variablen. 

Alsdann kann zunächst ein Theil der Gleichungen (18) 
dazu dienen, die Coefficienten der Functionen 0* durch die 
unabhängigen Variablen auszudrücken, wenn wir nämlich die 
Anzahl n der letzteren der Anzahl jener Coefficienten gleich 
machen. Nun war aber %'^ vom m^^^ Grade, sie enthält also 
Wj + 1 Coefficienten; ^^ ^^^ ^^^ ^^2*''" Grade und enthält 
m^ + 1 Coefficienten. Die Anzahl aller variabeln Coefficienten 
ist daher w^ + ^2 4" 2, und wenn wir,' wie es auch § 36 
bei dem angeführten Beispiele geschah, die ganze Gleichung (1) 
durch einen dieser Coefficienten dividiren, gleich m^ + '^h + 1« 

Setzt- man daher nun 

m^ + ^^2 + 1 = w , 
so ist die Anzahl der unabhängigen Variablen der Anzahl der 
variabeln Coefficienten der %' gleich, und die letzteren können 
daher mittelst der Gleichungen 

'^i ^1 y^\ ^1 =^ ^1 '^2 ^1 V^2 ^1 

-O-j X2 j/g)i X2 = «2 ^2 ^2 V<P'2 ^2 \ ' . . (19) 



^l Xn j/(Pi Xn = en ^2 ^n V^2 ^» 

durch die unabhängigen Variablen x^^ X2y - - - Xn ausgedrückt 
werden. Dabei ist aber zu bemerken, dass die Coefficienten 
der ^ in diesen Gleichungen nur linear enthalten sind. 
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Daher lassen sich dieselben rational durch folgende Grossen 
ausdrücken 



(20) . . . \V9^i^xf y9>i^27 ' " V9>i ^n. 



Xi, 


«j, . 


VVi <^u 


Vfi^i, • 


VfzXif 


YtPzx^, ■ 



Wir wollen nun dieses als geschehen annehmen, und schreiben 
alsdann die Gleichung (1) in folgender Gestalt: 

Wenn nun aber in dem Zähler der linken Seite dieser Gleichung 
die Coefficienten der d' durch die Grössen j?, , ^2> * • • ^» dem 
Vorigen gemäss ausgedrückt sind; so wird dieser Zähler 
identisch Null, wenn man für z nach und nach diese Grössen 
einsetzt, und daher muss er sich durch den Nenner, nämlich 
durch das Product (je? — x^) {z — x^ • • • (je? — x^ ohne Rest 
theilen lassen. Der linke Theil dieser Gleichung ist daher 
eine ganze Function von z^ deren Coefficienten rationale Aus- 
drücke aus den Grössen (20) sein werden. Alsdann aber 
zeigt die Gleichung (21), dass die noch übrigen Variablen, 
nämlich 

die Wurzeln einer algebraischen Gleichung vom (ft — n)*®^ 
Grade sind, nämlich der Gleichung 

Hienach kann man nun das AbeFsche Theorem in folgen- 
der Weise aussprechen: Bezeichnet man mit ijfX ein Integral 
von der Art, welche in den vorigen §§ behandelt worden ist, 
und mit V den logarithmischen oder algebraischen Ausdruck, 
durch welchen sich die Summe solcher Integrale ausdrücken 
lässt, so ist 

d. h. die Summe einer Anzahl algebraischer Integrale lässt 
sich ausdrücken durch einen logarithmischen oder algebraischen 
Ausdruck und eine Summe einer anderen Anzahl ähnlicher 
Integrale, und zwar sind dann die Variablen ^n+i; ^n+2; • * * ^/« 



(23) {' 
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dieser letzteren Integrale die Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung, nämlich der Gleichung (22); die Co«fficienten 
aber der in dieser Gleichung vorkommenden Functionen d' 
sind vermittelst der Gleichungen (19) durch die Variablen 
Xi, X2, ' - ' Xn der gegebenen Integrale auszudrücken. 

Ueber die Grössen s ist zu bemerken, dass f^, 62, • • • f« 
beliebig angenommen werden können, und man je nach der 
Annahme verschiedene Sätze erhält. Die Werthe von f»+.i, 
fn4-2, • • • ^/i dagegen sind nicht mehr beliebig, sondern zu 
ihrer Bestimmung dient der noch nicht benutzte Rest der 
Gleichungen (18), nämlich die Gleichungen 



», 
», 


M • . • 


= 


««+1 

fn + 2 


«•j X„+i 
^2 *»+2 


VfPiX^+i , 


»i 


• 

X^ YtPi Xf, 


= 


«/» 


*2aV 


y<PiX^. 



Nachdem in diesen Gleichungen die Grössen a;„+i, a:«+2, •• • a?^ 
und die Coefficienten der O* durch x^, X2, - • ' Xn ausgedrückt 
worden sind, wodurch diese Gleichungen zu identischen werden, 
sind die Werthe der ^n+i; ^n+2; " - ^fi so zu bestimmen, dass 
die rechten Theile dieser Gleichungen dieselben Zeichen er- 
halten, wie die linken Theile. 

Folgende, auch von Abel angewendete Bezeichnung dient 
dazu, die zu bestimmenden Grössen von den gegebenen besser 
zu unterscheiden. Die Variablen it?«+i, Xn+i, • • • ^^ sollen 
mit dem Buchstaben y bezeichnet werden, und zwar sei 

Xn+l == yi, Xn^2 =3/2» • • • • ^iU = Jfy , 

Von den gegebenen Integralen haben einige das Zeichen -f-, 
andere das Zeichen — ; die Anzahl der ersteren sei ft^, die 
der letzteren ftj? sodass 

f^i + f*2 = ^> 
und zwar sei 

«1 =^2 =•••• = «/*. = + 1, 

Man behalte ferner für die Grössen rcj, a^j, •••a;^^ ^^^ alte 
Bezeichnung bei, setze dagegen 
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Führt man endlich für die zu bestimmRiden Grössen £«+i, 
£n+2, • • \^ti den Buchstaben g ein, und setzt 

SO schreibt sich die Gleichung (23) 

Dann sind die y die Wurzeln der Gleichung 

^24\ i^i yy^iy-i^ ivyfpzy ^q 

Die Coefficienten der d' sind zu bestimmen aus den Gleichungen 
^'^ x^ \/q)^ x^ = d'2 ^1 }/(p2^\ 
0", x.i }/(Pi x^ = d'2 X2 j/ffi X2 



^1 ^iui j/^^i ol^^il = •9'2 i^/ii /9'2 ^i«i 



^\ ^'1 V^\ ^1 = — "^2 ^ 2 ^^9^2 ^2 



endlich müssen die Grössen g aus folgenden Gleichungen be- 
stimmt werden: • 



-^1 ^'^2 V^\ ^'/*2 = — 0-2 ;r'^2 >/9^2 ^'i«2 ) 

3sen die Grössen g aus folgenden < 
den : • 

^1 Vk V<Piy\ = 5i ^2 2/1 /^'Tyi 
^i2/2 /^2 =t2^iyiVWy2 

§ 39. 

Es bleibt jetzt nur noch übrig, die verschiedenen An- 
zahlen /x, n, Vy etc. mit einander zu vergleichen, um zu er- 
mitteln, welches die kleinste Anzahl, v', der Integrale in 
den y ist, auf welche man eine gegebene Anzahl, w, von 
Integralen in x und x' reduciren kann, also auch welches der 
niedrigste Grad der algebraischen Gleichung (24) ist. 

Die Function 

Fz = (^1 zf <p,e^ (^2 zy tp2 z 



Digitized by VjOOQlC 



Abschn. IX. Das Abel'sche Theorem. §39. 153 

hatte den Grad /x, und -S*!, O-j, 9?^, g)^ waren resp. von den 
Graden m^, m^, v^, v^* Wir hatten schon früher gesehen, 
dass die Function F0 entweder den Grad 2mi + i/j oder den 
Grad 2^2 + 1^2 ^^t» J® nachdem das erste oder das zweite 
ihrer beiden Glieder das von höherem Grade ist. Es ist also 

entweder /x = 2mj + i^^ oder /x ==s 2^2 + Vj; 

und dann /x > 2^2 + v^ oder /x > 2m^ + i/, . 
Daher ist in jedem Falle 

2|x > 2^1 + 2^2 + v^-\' v.^, 
also 

ii> m,+ ^2 + ?^^-^^. 
Nun war aber 

^ = ^ -f- i;' und n = m^ + ^^2 + ^ ; 
also hat man 

mj + m2 + 1/' + 1 > mj + m2 + ^^^^, 
oder 

Hieraus folgt ^ dass die Zahl v von der Anzahl n der ge- 
gebenen Integrale gänzlich unabhängig ist und nur von der 
Zahl Vj + V2, d. h. von dem Grade der Function q)X, welche 
in den Integralen unter dem Wurzelzeichen vorkommt, ab- 
hängt. Ist nun diese Function von geradem Grade, und 

^1 + V2 = 2v, 
so ist 

v > 1/ — 1. 
Ist aber Vj + V2 ungerade =2v — 1, so ist 

V > V — i— l, 
also, da v eine ganze Zahl sein muss^ ebenfalls 

V > v — 1. 

Hat also die Function q)x unter dem Wurzelzeichen in den 
Integralen den Grad 2v oder 2v — 1, so ist die kleinste An- 
zahl der Integrale, auf welche man eine beliebige Anzahl ge- 
gebener Integrale reduciren kann^ gleich v — 1, und dies ist 
zugleich der niedrigste Grad der Gleichung (24), deren Wurzeln 
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die Variablen dieser Integrale sind. Bei den elliptischen 
Integralen ist v^ + i/g entweder gleich 4 oder gleich 3, 
also 1/ = 2. Man kann also die Summe einer beliebigen 
Anzahl von elliptischen Integralen auf ein einziges elliptisches 
Integral reduciren. 

Wir wissen, dass die elliptischen Integrale von derselben 
Natur sind, mag die Function unter dem Wurzelzeichen vom 
4ien oder vom 3'®° Grade sein. Wir sehen nun, dass etwas 
Aehnliches auch bei höheren Integralen stattfindet, nämlich 
dass zwei Integrale dieselbe Natur besitzen, wenn bei dem 
einen die Function unter dem Wurzelzeichen vom 2i'*«", bei 
dem anderen vom {2v — 1)*®° Grade ist. 

Der niedrigste Grad der Gleichung (24) für die y hängt 
also nur von dem Grade der Function (px ab, und ist unab- 
hängig von der unter dem Integralzeichen noch hinzutretenden 
rationalen, ganzen oder gebrochenen Function r (x). üeber- 
haupt lehrt die Entstehung dieser Gleichung, dass sie von 
dieser noch hinzutretenden Function ganz unabhängig ist und 
für verschiedene solche Functionen dieselbe bleibt. 

Endlich können wir auch die Grade mj und 9^2 der 
Functionen d'^ und d'^ bestimmen, wenn die Anzahl w = /Xj + ftj 
der zu summirenden Integrale gegeben ist. Es war nämlich 

n = m^ -{- m2 -{- 1. 
Für die Anzahl v der Integrale in den y nehmen wir nun 
ihren kleinsten Werth, nämlich v — 1 an; dann ist 

^ = yj-[-lf' = ^-|-i; — 1. 

Andererseits war aber 

entweder /x = 2mi + v, oder /x = 2m2 + ^2* 
Also ist 

entweder n-\-v — \ = 2m^ + ^i oder w + v — 1 = 2m2 -^ Vj 
und entw. m^ =: n '\- v -- vs — ^^^^ ^^ ^_ ^ T *"' ~ 
und dann ist 
entw. ^2=^ — 1 — ^-ry-~<^i— ^^gj. ^^ __^ — 1 — n -1-^ — ^2 — 

n — v + vj — 1 n — v+vj — 1 

2 2 

=mi — V + l/j =«^2 — V + ^2' 
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Bei den elliptischen Integralen kann man zunächst zwei in 
eines zusammensetzen , setzen wir also n = 2. Nehmen wir 
ferner, wie in dem Beispiele § 36, 

(p^ X = Xj (p^x ^= {1 — x) {l — k^ x)j 
so ist 

v^ = l, 1/2 = 2 und v = 2y • 
also wird 

mj = ' ^ "^ ^ 7 ^ "" ^ = 1, m, = 1 - 2 + 1 = 0, . 

wodurch die Wahl der Functionen -9" in obigem Beispiele ge- 
rechtfertigt ist. 

§40. 

Wir wollen nun die vorstehenden allgemeinen Betrach- 
tungen auf das § 36 angeführte Beispiel anwenden, indem 
wir die Additionstheoreme der elliptischen Integrale aus dem 
AbeFschen Theorem herleiten. 

Es sei, wie im § 36, 

(p0 =^ (1 — ;g?) (1 — jfc2 ^)^ 

F0=(a+0y0--h'^(l'-0){l'-Jc^0)=i0'-x{){0—x.^){0-x.^). 
Bedeutet x eine der Grossen iP, , a?2, a?3, so ist 

Fx^{a + xy x^¥{l^x)(l^ ¥ o;) = 0, . (25) 
also, wenn man vollständig nach x, a und h difFerentiirt, 
F'x dx + 2 {a + X) X da — 2b {1 - x) (1 - ¥x) db = 0. 
Aus (25) folgt aber 

{a + x)j/lc ==€bj/(J-- xj{l'—'¥~xj, • . (26) 
also 



{a -}- x) X ^= sb y X {l — a?) (1 — ÄjO?). 



6 (1 - ^) (1 — ¥x) = £ (a + ir) j/x (1 — x) (1 - k'x), 
mithin 



F'xdx + 2€lbda- {a + x} db] j/x~0 -;r)(l-Ä%)=0 

oder . 

dx 2 [(g + x ) db — b da] 

2 (a db — b da) , 2 x db 

^ F'x ^ "F^ 



(27) 
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Setzt mau hierin statt x nach und nach x^yXc^^ x^ und addirt 
die drei Gleichungen, so erhellt sofort, dass die rechte Seite 
verschwindet, weil nach dem S. 143 angeführten Satze 

ist, wenn man diese Summen in Bezug auf die drei Wur- 
zeln x^y a?2, x^ der Gleichung Fx = nimmt. Demnach er- 
hält man: 

I£ c _ ^^' j. f r ^^^g 

wo G die willkürliche Constante bedeutet. 
Multiplicirt man die Gleichung (27) mit 

x — u' 
worin , wie früher, fx eine beliebige ganze Function bedeutet, 
so muss man mit der rechten Seite dieselbe Operation vor- 
nehmen, die wir § 37 ausführlich behandelt haben, und er- 
hält dann 

l) {x,-a)Vx,i,i-x^)[i-k''x,) y {x^ -tt)yx^{l-x^)[i-r'X^) - 

y {.x^-ct)Vx^{\-x^){\-k^x^) ' 

Den Ausdruck für F kann man aus den früheren allgemeinen 
Formeln leicht herstellen. Denn man erhält zunächst aus (15), 
da öd'^is = dhy dd-^^ = da ist, 

^p. 2fa[(a + a)db--bda ] 

ff 2fz[(a + B)db — bda] _] 

L(« - «)"[(« + z)*Z'-b^l~z){i -k^z}]j z- ^ ' 

und dann nach der Integration aus (16) 



(29) 



(30) 



(31) 



y^ C- f« _ i^^ r^ 4 - tt) Va+ bVix- «) ( i-^ 'cO 

Vaii^^öTii^W^) ^ (a+ a)Kä-&K(l-a)(l-Ä;^^ 

, r fe _ ^Yoß ^a+z)V^+bV(i^^{\^k^ '\ 

l(z-a)yz{l-z){l-k^z) ^{a-^z)yz-bV{l-z){i-k*z)Jz-^' 

Wir nehmen nun x^ und o^j als die unabhängigen Varia- 
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blen aii; und haben dann zunächst die Gleichungen aufzu- 
stellen ; aus welchen die Coefficienten a und b der Functio- 
nen & durch Xi und X2 auszudrücken sind. Diese Gleichungen 
entstehen aus (26); wenn man darin x^ und x^ statt x setzt; 
denn dieser Gleichung mit gehörig gewähltem 6 genügen die 
drei Grössen x^^ x^y x^. - 

Wir wollen ferner annehmen ^ es sei 

die Gleichung (28) zeigt danU; dass wir das Additionstheorem 
erhalten werden (setzt man dagegen £j «= + ^ > ^2 = — ^y 
so erhält man das Subtractionstheorem). Unter dieser An- 
nahme sind die beiden Gleichungen ^ aus welchen a und h 
dnrch x^ und X2 ausgedrückt werden müssen , folgende: 

{a + x,)yF,=+h /(T^T^ (1 - k'^x,) , 

(a + x,)}/x2 = +h y{\ ir^,)-(T~¥f;r,) . 

Setzt man darin der Kürze wegen 



f- 



x^ ^^ r xt 2 



so schreiben sie sich 

a -|- ^1 = &ö|; a 4" ^2 •= hto^j 
und aus ihnen folgt 

y ^ a?, -~a?8 ^ (a;, — x^) ((0^ + (Ot) 
coi — a»j (»I* — G)j* 

Es ist aber 



1»,^ — 0,2 = 



(l - a:,) (1 - fc'a:,) (1 - x^) (1 - Äj'a:«) 



2 a?! • ir2 



iTj (1 -- «j — Ä;*a?j H- A;*a?|*) — a;, (1 — a?g •— fc^ag« -f ^'^«*) 





x^x^ 




-{x^-x^){\-'k'^x^xt) 


also 


x^x^ ' 


& = - 


X,Xi Cw, -f O),) 

1— Ä;«Ä;,a:i ' 


oder 





Hiemit ist h durch ^^ und x^ ausgedrückt. Alsdann erhält 
man a aus einer der Gleichungen 
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a = 6ö| — X* = b(Do — ^2 == ^^ ~^*^ ' ' 

1 1 ^ -« QH^ _ 0}^ 

Zur Bestimmung von x^ oder y,, indem wir wie im § 38 

setzen, dient dann die Gleichung (24) ^ die in diesem Falle 
vom 1*«° Grade wird und lautet: 

(y — «i) (y — «t) 
Substituirt man darin für a und b die eben gefundenen Werthe, 
so werden sich im Zahler die Factoren y — a?i und y — X2 
absondern lassen. Statt aber diese Rechnung auszuführen^ 
kann man auf einem kürzeren Wege zum Ziel gelangen. Die 
Grössen x^, X2, x^ sind nämlich die Wurzeln der cubischen 
Gleichung (25). Ordnet man diese, so nimmt sie folgende 
Gestalt an: 
(33) . . sc^ — gc^b2 ^2ä) x^ + {a^ + h^ + Jc^b^)x — b^ = 0, 

und dann folgt sogleich, dass das Product der drei Grössen 
ar,^ X2J x^ gleich b^ ist: 

Xt X'2 X^ ' u % 

mithin ergiebt sich 

^3 = ^1=^7^- 

Substituirt man darin den Ausdruck (32) für &, so erhält man 
sofort 

^ ^ ^ "i \ 1 — k^XiXf J 

Endlich muss zur Bestimmung des Werthes von s^ ge- 
schritten werden, wofür wir dem § 38 gemäss g^ schreiben. 
Dieser ergiebt sich aus der dritten der durch (26) repräsen- 
tirten Gleichungen, nämlich 

(35). . . .a + j,. = e.6/iiH3M5ZS. 

In dieser müssten a, b, y^ durch x^ und X2 ausgedrückt und 
dann g, so gewählt werden, dass die Ausdrücke auf beiden 
Seiten des Gleichheitszeichens dasselbe Zeichen erhalten. Wir 
können in dem gewählten Falle auch diese Rechnung ver- 
meiden. Wenden wir uns nämlich zur Gleichung (28), und 
nehmen wir in derselben zuerst die willkürliche Constante C 
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SO, dass die drei Integrale von Null anfangen , setzen als- 
dann dem Früheren gemäss 

«i = + l, «2 = + l. «3 = Si, a:3 = y„ 
so können wir diese Gleichnng so schreiben: 

C- ^^> -_= + /•— _ 

J Vx, (1 - x,)l\~- k^x,) V ^^"(1 - 



dx^ 



-Xt){l-k^Xt) 

=^^— y nÄi-~y,) (1 ^Fi^) " 



Dann ergiebt sich zunächst die Bestimmung der willkürlichen 
Constante C. Setzt man nämlich x^=0 und 0:2 = 0, so 
lehrt die Gleichung (34), dass auch j/i = ist, dann ver- 
schwinden also alle drei Integrale, und folglich muss auch 

C = 
sein. Da aber die Integrale von Null« anfangen, so bleiben 
sie nur so lange reell, als ihre obere Grenze den Werth -|- 1 
nicht überschreitet, und dann haben sie positive Werthe. 
Nehmen wir daher jetzt an, dass x^ und X2 positive echte 
Brüche sind, so ist der linke Theil der vorigen Gleichung 
eine reelle und positive Grösse, folglich muss auch der rechte 
Theil reell und positiv sein. Also muss erstens y ebenfalls 
ein positiver echter Bruch sein, und zweitens muss 

5. = - 1 

sein. Demnach wird die vorige Gleichung 
/* dxi _| /* doc^ 



dyi 



=/i 



VVi (1 - 2/1) (l - Ä*2/i) ' 


und die Gleichung (34) liefert dann die bekannte Summen- 
formel. Setzt man nämlich 

Xi Xi 

I r dXi 4 /* dXi 



sodass 
j/x^ = sin amu, "/x.^ = sin am v, j/y^ «= sin am {u -j- 1?), 
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und macht femer zur Abkürzung 

amu = g>y amv = if, am (w + v) = <? , 
so erhält man aus (34) 

. sin qp cos tp diff + sin ^ cos 9 Jcp 

1 — Ä;* sin* (p sin* ^ ' 

und femer aus (32) für 6 den Ausdmck 

(36) • • • • & = — sin g) sin ^ sin 0, 

Etwas mehr Umstände macht die ßeirtimmung von Jp 
wenn £j = + 1 und €2 = — 1 angenommen wird; man muss 
dann die Gleichung (35) wirklich hinzuziehen und nament- 
lich darauf Rücksicht nehmen^ ob X2 grösser oder kleiner als 
a?! ist. Wir wollen hierauf nicht näher eingehen , nur möge 
noch folgende Bemerkung Platz finden. 

Die drei durch (26) repräsentirten Gleichungen heissen, 
indem nun £^ = -}- 1 , £2 = 4-1; £3 = J;^ == — 1 zu setzen ist, 

Führt man darin zunächst qp, f und statt x^f X^ und y, 
ein, so lauten sie 



(37) 



+ . 9 , COS q> d q> 

sm^ © = 6 — ;*L_J^ 
■* flin m 



sin (p 



* Sin tf} ' 

+ . 9 _ 7 cos <y z/ (y 
sin^ {> = — 6 — , 
Qin /r 



Nun kann man aber für a + 1 einen einfachen Ausdruck 
herstellen. Aus der Gleichung (33) folgt nämlich 
J2 j2 ^ 2a = a?i + iCj + ^3 , 
a^ + 6^ + ^2 j2 -= /p^ /p^ ^ /p^ ^3 + ^2 ^3 > 

O ^SS *</| »I/9 il/Q • ' 

Subtrahirt man die erste und dritte dieser Gleichungen von 
der zweiten, so kommt 

«^ + 2a = - (a;, + 0^2 + X.^) + (Xi X2 + X^ a?3 +^2^3) — ^1 ^2^3 > 
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und man erhält daher 

(a + ly = (1 - X,) (1 - X,) (1 - X,), 
das heisst 

a + 1 = cos 9 . cos V' . cos (J . 
Substituirt man dies, sowie den Werth von b aus (36), so 
erhält man 

cos g) cos tj} cos iS — cos^ 9 = — sin ^ sin <y cos q> ^q), 

cos g> cos ^ cos (T — cos^ V' = — sin 9) sin <y cos ^ z/ ^, 

cos g) cos ^ cos (J — cos^ (J «=» + ^^^ 9^ ^^^ ^ ^^^ ^d d, 

und daraus durch Division mit resp. cos g>, cos ^, cos iS : 

cos ^ cos + sin ^ sin (J ^ g) = cos g), 

cos qp cos <y + sin 9 sin (J ^ V' = cos ^, 

cos 9) cos ^ — sin g) sin ^ ^ (J = cos <y , 

sodass erhellt, dass die drei durch die Gleichung (26) reprä- 

sentirten Gleichungen nichts anderes sind, als die drei La- 

grange'schen Gleichungen (27) des § 29. 

Wir gehen nun zu der zweiten Gattung über. Dazu 
müssen wir uns der allgemeinen Gleichungen (29), (30), (31), 
bedienen. Zu bemerken ist aber, dass die im Vorigen in 
Betreff y^ und g^ gemachten Bestimmungen alle bestehen blei- 
ben, weil diese von der besonderen Form der Function fx 
ganz unabhängig sind. Nun haben wir schon § 36 gesehen, 
dass man, um zur zweiten Gattung zu gelangen, 

setzen müsse. Da nun die Gleichung^ (29) unter dieser An- 
nahme und mit Anwendung der vorigen Bestimmungen in 
folgende übergeht: 

Y Ka:i(l-a?i)(l-&*aJ,) "^ y ^rct (1 - «,) (i - Ä« aj.) 



yvT^ 



yi)(l--*«yi) 

so erhält man ' mit Rücksicht auf die S. 139 gemachten Be- 
merkungen 

E{u)'\^E{y)^E{u + v)+V • • • (38) 
und es handelt sich nur darum, den Werth von V fiir 

Dnröge, ellipt. Functionen. 3. Anfl. 11 
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die specielle Form der Function fx aus (30) oder (31) zu 
ermitteln. 

Zunächst verschwindet, wie schon S. 146 bemerkt, das 
erste Glied, denn A.^, fx = \ {x — a) (1 — Ti^x) ist, so ist 

Daher wird jetzt aus (30) 

fiY— r (1 — fc'g) [(g + z)dh-h da\ l 

\{a + z)' z ~ b^ {V - z) {\ - k''z)\z^i. 

Der Nenner dieses Ausdrucks ist vom 3^®" Grade und der 
Coefficient von z^ gleich 1. Entwickelt man also den Bruch 

1 

(a + z)^z ~ 5« (1 — ü) (1 - ^*^) 

nach fallenden Potenzen von z^ so wird diese Entwicklung 
mit dem Gliede 

z"^ 
beginnen. Der gesuchte Coefficient von — wird also 

anderes sein, als der Coefficient von z'^ im Zähler. Daher 
erhält man ohne Weiteres 

und folglich 

F= (7—^26. 

Substituirt man darin für h den Ausdruck aus (36), so wird 

F = (7 4" ^^ sin f) sin ^ sin a 
= C7 -|- ^2 gjji ^^ ^ gju ^^ ^ gjjj ^^ (^ _j_ ^^ 

Setzt man diesen Ausdruck in (38) ein, so sieht man, da E (0) 
= ist, dass für t* = und i; = alle Glieder Null werden, 
also ist auch 0=0 und man erhält 

E (w) + E {v)'=E (u-{-v)'\- h^ sin am u sin am v sin am (u + v). 

Bezeichnet man mit c den Parameter eines elliptischen 
Integrals dritter Gattung und setzt 

am c = Ä, 

so haben wir S. 140 gesehen, dass man, um auf ein solches 
Integral zu gelangen, 
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« = M • 2 ;s> und /"iz; = — 4 ^^^. ^ x • • (39) 
Ä* sin* d ' -* Bin tf ^ ^ 



setzen muss; dann wird 



n{u,c)^^U-^ 



cos (J ^d jj^ 






(arj — a) Vxi (1 — a^i) (1 - Ä;*a?i)' 











Man erhält ferner aus (29) 

n (w, c) + 77 {v, c) = 77 (w + «;, c) + F, • • (40) 

und hat nun den Werth von V für diesen Fall aus (30) zu 
bestimmen, indem man darin die Werthe (39) substituirt. 

Wir haben schon im § 37 gesehen, dass bei den ellipti- 
schen Integralen dritter Gattung das Entwickelungsglied ver- 
schwindet, weil nämlich hier {fxY vom zweiten Grade, die 
Function x {\ — x) {\ — Jc^ x), die bei der allgemeinen Be- 
trachtung mit q)X bezeichnet war, dagegen vom 3^"" Grade ist. 

lEs bleibt also in dem Ausdrucke (31) für V nur das erste, 
in fa multiplicirte Glied übrig, sodass man diesen Ausdruck 
nach Substitution der" in (39) angegebenen Form für die 
Function / nun so schreiben kann : 



a+c.+5^(i-«)0-*-«) 



^_^ co^d^w^^ -^_— log "^ '^ '_ 

' ^ sind f" (1 — a)(l — Ä;2a) ^_|,„_ frj/ (i-«)(i-^'^a) 

Nun ist aber 

mithin 

1 / a sin d 

r (1 — a) (l — Ä^flf) ~ cos d zTd' 

sodass der vor dem^ Logarithmus stehende Factor sich bis 

auf den Bruch -^ forthebt, und man erhält 

11* 
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t 1 I , coB d J9 

* • t»fmM ^' find 

"^ ^ ' * ^ 1 + Ä« sin« d . a — & • ifc« sin dcosd- Ja' 
oder wenn zur Abkürzung 

1 + fe' sin* ^ • g + & ^' sin ^ • cos ^ ' z^^ tt 

1 + ^' sin* * • g — ft Ä« sin d . cos * • ^* 
gesetzt wird, * 

(41) F=C+iloga 

In H müssen jetzt für 6 und a ihre Ausdrücke durch ^, qp und ö 
substituirt werden. Nach (36) ist 

2» 3=s — sin 9? sin V' sin <? ; 
was dagegen a anbelangt^ so ist es wichtig , unter den Aus- 
drücken, die für diese Grösse zur Verfügung stehen, den 
passendsten zu treffen, weil man sich sonst in weitläufige 
Rechnungen verwickelt. Man gelangt aber sofort zu der ein- 
fachsten Form für S", wenn man a aus der letzten der 
Gleichungen (37) entnimmt. Aus dieser folgt nämlich 

• 9 ^ , cos <f z^a 
sm a 

= — sin^ (J -j- sin g) sin ^ cos 6^0. 

Setzt man diese Werthe für a und 6 ein, so wird 

jg^ 1 — fe^sin'^sin« g — A;'sin^sinysin^ (singcosdzi^— sin^co^gz/ g) 
1 — Ä;*sin«dsin'g-|-fc' sin * sin 9 sin -^ (singcos^^^ + sindcosgz/g) 

_ ^ - A?« Sin d Sin y sm ift x-i^^iJa^uiU 

' I 7« • » • . sin o cos d Jd -{• sin d cos g^g 

1 + *' Sin d sm qp sm ^ i-i^^ZaninU 

Hierdurch sind wir wieder auf den schon S. 133 gegebenen 
Ausdruck zurückgekommen, und da auch hier die Constante C 
verschwinden muss, was sich auf ähnliche Weise wie vorhin 
bei der zweiten Gattung ergiebt, so erhält man das Additions- 
theorem der dritten Gattung in derselben Form wie § 35. 
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Zelmter Absehnitt 

Jacobi's geometrische Construction des Additions- 
theorems*). 

§41. 

Wir gehen nun zu einigen geometrischen Betrachtungen 
über, die von Jacdbi herrühren^ zunächst noch mit dem 
Additionstheorem zusammenhängen und eine Construction des- 
selben liefern ; die uns dann aber auch zur Berechnung der 
elliptischen Integrale führen werden. 

Es seieu (Fig. 9) C und c die Mittelpunkte zweier Kreise, 
von denen der letztere ganz innerhalb des ersteren liegt, und 
jB und r ihre Radien, ferner Fig. 9. 

8 ^=> Gc der Abstand der bei- 
den Mittelpunkte von ein- 
ander. Die Verbindungslinie 
der beiden Mittelpunkte sei 
AB, Auf der Peripherie des ~ 
äusseren Kreises nehmen wir 
einen veränderlichen Punkt F 
an 9 dessen Lage durch den 
Winkel, den der veränderliche 
Radius CF mit dem fösten Radius AG bildet, gegeben sei. 
Diesen Winkel bezeichnen wir mit 2q>\ also 

AGF = 2ip, 

Aus F lege man eine Tangente an den inneren Kreis, nenne 
den Berührungspunkt Tund drücke die Länge der Geraden FT 
durch g), JB, r, d aus. Zieht man die Geraden Fe und Tc, 
so ist 

FV ^Wc —r^ und Fc^ = JS« + 8^ + 2B8 cos 295 

also, wenn' man noch cos 2^ == 1 — 2 sin' g? setzt. 




*) Jacobij Ueber die Anwendung der elliptifichen Transcendenten 
auf ein Problem der Elementargeometrie. Crelle's Joum. Bd. 3. 
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FT = (i2 + Sy — r^ — AdB sin»g), 

FT = yXB + W^T' /(TrZ^pZTsi^). 

Setzt man nan 
80 wird 



FT'^ Y(E + öf - r^ fT^-^ sin* 9 

Drückt man den vor jdtp stehenden Factor durch h aus^ so 
kann man auch schreiben 

(1) FT=^J^. 

Um die geometrische Bedeutung dieses Factors einzusehen, 
darf man nur den Punkt F so wählen, dass das zugehörige 
^q> den Werth 1 erhält; Man hat also 9) = zu setzen, 
d. h. den Punkt F mit dem Punkte A zusammenfallen zu 
lassen. Zieht man dann aus A eine Tangente an den kleinen 
Kreis und nennt t den Berührungspunkt, so ist, wie auch 
aus der Figur unmittelbar erhellt, 

y(^B + Sf - r^=^-^^Ai, 
also auch 
(2) FT=^Ät'^q). 

Diese Gleichung gilt,' wo auch der Punkt F auf der Peripherie 
des äusseren Kreises liegen mag. Bezeichnet nun F' den 
Punkt, in welchem die Tangente FT den äusseren Kreis 
zum zweiten Male schneidet, und nennt man 2qp' den Winkel 
zwischen dem Radius CF' und dem festen Radius CA^ 
setzt also 

ACF' = 2q,', 
so ist auch 



(,3) F'T = At'^q>\ 

Untersuchen wir nun zuerst, wann der Modul Tc^ kleiner 
als 1 ist. Damit dies eintritt, muss man haben 

4.8R < (JB + sy - r\ r^ ^ {R ^ 8y, 
Liegt nun der Mittelpunkt c des kleineren Kreises innerhalb 
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des grösseren Kreises, so ist 2? > d, also R ^- d positiv, 
und daher muss 

r <B— d 

sein, d. h. der kleinere Kreis muss ganz innerhalb des grösseren 
liegen und denselben nicht sehneiden, wenn Jc^ ein echter 
Bruch sein soll. [Anm. Läge der Mittelpunkt c ausserhalb 
des Kreises mit dem Mittelpunkte C, so würde S — B positiv 
sein, und man würde dann r < «J — B haben. Dann müsste 
also der Kreis c ganz ausserhalb des Kreises C liegen. Wir 
wollen hier nur den ersten Fall verfolgen.] 

Um nun zuerst anzudeuten, worauf diese Betrachtungen 
hinzielen, wollen wir zeigen, 
dass die beiden Winkel 9 
und g/, welche den End- 
punkten F und F' der 
Tangente FT angehören, 
der elliptischen Differential- 
gleichung genügen. Zu 
diesem Ende lassen wir den 
Winkel tp um einen be- 
liebigen Winkel h wachsen, 
und es sei (Fig. 9) 

ÄCG = 2{g) + h), also FCG = 2h, 
Aus G ziehen wir die Tangente GG' an den kleinen Kreis 
und bezeichnen den dadurch entstehenden Zuwachs des 
Winkels 9' durch ä', so dass 

ÄC& = 2 ((p' -f Ä') und F'CG' = 2 h\ 
Die Winkel h und h' sind beliebige endliche Winkel; man 
bemerke aber, dass das Verhältniss derselben yr, wenn beide 

verschwinden, dem DifiFerentialverhältniss -j^ gleich wird, 
nämlich 

Bezeichnet L den Durchschnittspunkt der Geraden FF' 
und 6r6r', und zieht man die Sehnen FG und FG\ so hat 
man zwei ähnliche Dreiecke FLG und G'LF'y mithin 

^^ — EE 
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Absclm. X. 


Jacobi'B geoin. Constr. des Additionstheorems. 


§42 


Nun ist 


abe^ 
















FG = 2B 


sin h, 


F&^ 


= 2 U sin h\ 




also 






















FG 


Bmh 
Binh* 


, sinA 


FL 
= G'L' 






" , / sin h' 





Lasst man nun h verschwinden, also GG' mit FF' zusammen- 
fallen, so ist 

ferner fallen dann die Punkte L und G' resp. mit den Punkten 
T und i^' zusammen^ man erhält also 

dq> __ FT 
dq>' ~ F'T\ 

und wenn man darin die Werthe von FT und F'T aus (2) 
und (3) substituirt, 

dq> Jq> 

d(p d(p' 

oder 

(4) 4<_4?„ü. 

Die Winkel q) und q)' genügen also wirklich der elliptischen 
Differentialgleichung, und zwar derjenigen für die Subtraction. 
Ehe wir nun weiter gehen und namentlich Integralgleichungen 
vorstehender Differentialgleichung, d. h. endliche Beziehungen 
zwischen den "Winkeln q) und q/ auf geometrischem Wege 
aufsuchen, wollen wir zuerst den Modul k^ näher betrachten 
und die zur folgenden Construction nothwendigen Aufgaben 
lösen. 

§ 42. 

Den grosseren Ereis mit dem Radius J2, sowie den auf 
der Peripherie des ersteren liegenden Punkt Ä, von welchem 
an die Winkel q) und q/ gezählt werden, nehmen wir als fest 
an, und man kann auch an die Vorstellung anknüpfen, dass 
der Radius ü als Längeneinheit angenommen werde, in welchem 
Falle die Bogen ÄF und AF' den Winkeln 2q> und 2q>' gleich 
werden. 
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Wenn ausser dem grösseren Kreise auch noch der kleinere 
Ereis gegeben ist; so ist damit auch der Modul h gegeben. 
Wenn aber umgekehrt h gegeben ist, und dies ist bei 
der Differentialgleichung (4) in der That der Fall, so ist 
damit der kleinere Ereis noch nicht vollständig gegeben, 
denn da 

*' = (Ä + d)«-T« (^) 

ist; so kann man einer der beiden Grossen d und r^ von 
welchen die Lage und Grosse des kleinen Kreises abhängt; 
sehr verschiedene Werthe zuertheilen und dann mittelst der 
vorigen Gleichung und dem gegebenen Werthe von k jedes- 
mal den entsprechenden Werth der anderen Grösse berechnen. 
Zu einem und demselben Werthe des Moduls Tc gehört also 
ein ganzes System von imendlich vielen inneren Kreisen, und 
es fragt sich, in welcher geometrischen Beziehung alle diese 
Kreise zu einander stehen. 

Es soll nun nachgewiesen werden, dass alle diese Kreise, 
welche zu demselben Werthe des Moduls Tc gehören, da- 
durch charakterisirt sind, dass sie mit dem äusseren Kreise 
eine gemeinschaftliche Linie der gleichen Tangenten 
haben. 

Es ist bekannt, dass der geometrische Ort für alle Punkte, 
die die Eigenschaft haben, dass die aus einem dieser Punkte 
an zwei gegebene Kreise gelegten Tangenten einander gleich 
sind, eine gerade Linie ist, welcher eben dieser Eigenschaft 
wegen Steiner den Namen der Linie der gleichen Tangenten 
gegeben hat. Diese Gerade steht senkrecht auf der Ver- 
bindungslinie der Mittelpunkte der beiden Kreise. Schneiden 
sich die letzteren, so geht jene Gerade durch die beiden 
Durchschnittspunkte, liegen die Kreise ganz ausser einander, 
so liegt sie zv^ischen beiden, und liegt der eine Kreis ganz 
innerhalb des anderen, so liegt die Linie der gleichen Tan- 
genten ausserhalb beider Kreise, und zwar auf derselben Seite, 
auf welcher der Mittelpunkt des inneren Kreises von dem des 
äusseren aus gerechnet liegt. 

Um die Lage der Linie der gleichen Tangenten für zwei 
gegebene Kreise zu finden, hat man hienach nur nöthig, 
einen Punkt derselben zu bestimmen. Wir wollen denjenigen 
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Fig. 10. 



Punkt P (Fig. 10) zu bestimmen suchen, in welchem die 
Linie der gleichen Tangenten die Verbindungslinie AB der 

Mittelpunkte der beiden Kreise 
C und c schneidet. Es sei 
FQ die Linie der gleichen 
Tangenten für die Kreise C 
und c. Legt man von P aus 
an die letzteren die Tangenten 
FS und Fsy so ist der Punkt P 
aus der Bedingung, dass 

FS = Fs 
sei, zu bestimmen. Es ist aber 

FS^ = CP'^ B\ 




und 



Ps^ = cP' - r^ 



cP=CP-d', 

also hat man zur Bestimmung der Entfernung CP 
Punktes P vom Mittelpunkt C die Gleichung 
cT ^B^ = (CF — d)2 - r\ 
aus welcher 

CP= ^' + ^' " 

und 



des 



2^ 



AP=B + 



Ei + 8^-1* 
2d 



iB + S,^ — r^ 
2d 



folgt. Führt man aber hierin Jc^ mittelst der Gleichung (5) 
ein, so erhält man 

(6) • ^^=TF- 

Hieraus folgt, dass die Entfernung des Punktes P vom Punkte A 
nur von Jc^ abhängig ist. Wie man also auch sonst die Grössen 
r und d, d. h. die Grösse und Lage des inneren Kreises, 
variiren mag, wenn nur der Modul k denselben Werth bei- 
behält, so bleibt die Linie der gleichen Tangenten FQ un- 
verändert dieselbe. 

Es gehört also in der That zu einem gegebenen Werthe 
des Moduls k eine Schaar von inneren Kreisen, welche alle 
mit dem äusseren Kreise die nämliche Linie der gleichen 
Tangenten besitzen; und zugleich folgt aus den oben an- 
geführten Eigenschaften der Linie der gleichen Tangenten, 



Digitized byLjOOQlC 



J 



Abschn. X. Jacobi's geom. Conefcr. des Additionstheorems. § 43. 171 

dass von diesen Kreisen jeder den folgenden ganz umsehliesst, 
und keine zwei dieser Kreise einander schneiden. 

Die Formel (6) bietet auch ein leichtes Mittel , für einen 
gegebenen Werth von Tc die zugehörige Linie der gleichen 
Tangenten zu construiren ; denn da man diese Gleichung als 
Proportion so schreiben kann: 

ÄP:2R = B:Bk\ 

so braucht man nur durch den Punkt A eine beliebige Gerade 
zu ziehen und auf derselben AD = R^ AE= BJc'^ zu machen, 
dann EB^ und DP parallel mit EB zu ziehen; so ist P der 
Durchschnittspunkt der Linie der gleichen Tangenten mit AB. 

Kennt man nun auf diese Weise die zu einem gegebenen 
Modul zugehörige Linie der gleichen Tangenten, so kann man 
nachstehende, für die Folge nothwendige Aufgabe lösen: Aus 
der zu einem gegebenen Werthe von Je gehörigen 
Schaar von Kreisen denjenigen Kreis zu finden, 
welcher eine gegebene Sehne des äusseren Kreises 
berührt. 

Es sei FF' die gegebene Sehne. Man construire zuerst die' 
zu dem gegebenen Werthe von k gehörige Linie der gleichen 
Tangenten PQ, verlängere die gegebene Sehne FF', bis sie die 
Gerade PQ in H schneidet. Aus H lege man eine Tangente HI 
an den äusseren Kreis und mache auf der gegebenen Sehne 
HT = HL Dann ist T der Berührungspunkt, und wenn man in 
T eine Senkrechte auf FF' errichtet, welche die Gerade AB 
in c schneide, so ist c der Mittelpunkt des gesuchten Kreises. 

§ 43. 

Die soeben erwähnte Aufgabe kann man auch auf eine 
andere Weise lösen, indem man dazu statt der Linie der 
gleichen Tangienten einen gewissen Punkt benutzt, der auf 
folgende Weise entsteht. Da die Linie der gleichen Tan- 
genten immer auf derjenigen Seite des Mittelpunktes C liegt, 
auf welcher sich auch der andere Mittelpunkt, c befindet, so 
kann dieser letztere Punkt nicht auf die andere Seite hinüber 
rücken, ohne dass sich die Lage der Linie der gleichen 
Tangenten ändert, sondern er kann höchstens mit C zu- 
sammenfallen. Es ist also der kleinste Werth, den der 
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Abstand S annehmen kann. Da man nun die Gleichung (5) 
schreiben kann 



^ — k^ ' 



so zeigt sie, dass für d = 0, r= R wird, dass also dann 
der innere Kreis mit dem äusseren zusammenfallt. Es fragt 
sich nun, welches der grösste Werth ist, den d annehmen 
•darf. Da offenbar d immer grösser wird, je mehr der Radius r 
abnimmt (weil nämlich jeder Kreis den folgenden umschliesst 
und der Mittelpunkt stets nach der Seite hinrückt, auf wel- 
cher die Linie der gleichen Tangenten liegt), so wird d seinen 
grössten Werth erreichen, wenn r verschwindet, wenn der 
innere Kreis also in einen Punkt degenerirt. Wir wollen die- 
sen Punkt den Grenzpunkt nennen und mit bezeichnen. 
Die Lage desselben können wir bestimmen, wenn wir in (5) 
8 = CO und r = setzen, dann erhalten wir 

,2^ 4B.C1T 
(B + COf ' 
oder wenn wir das Complement des Moduls, Tc^ =^\ — Tc^^ 
ausdrücken, 

'^ ~(B+CO)^' 

Da nun jedenfalls CO < B ist, weil der Grenzpunkt inner- 
halb des äusseren Kreises liegen muss, wenn für ihn die Linie 
der gleichen Tangenten ihre Lage nicht verändern soll, so ist 

,. B — CO , , r ^^ CO l-Ä' 

* = BTcö^ ^^^ ^^^^^« ^^'«^ -B =rfF\ 

Dieser Werth spielt in der Folge eine grosse Bolle; wir be- 
zeichnen ihn mit h^, setzen also 

l-k' 



(7) ■■ Tc, 



" 



i + r^ 



und nennen ihn den transformirten Modul. Dann wird 

CO = B1co. 
Hiedurch ist die Lage des Grenzpunktes bestimmt, man 
kann hieraus seine Entfernung vom Mittelpunkte C berech- 
nen, um ihn auch für einen gegebenen Werth von k zu con- 
struiren, bestimme man einen Winkel $ so, dass 

k = sin ö, 
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was immer geschehen kann^ da h ein echter Bruch ist; dann 
, wird Ä'= cos ö und 

Man mache nun (Fig. 10) VGB gleich dem gegebenen Win- 
kel ö und ziehe FJ., so ist 
VAB = i$.^ Errichtet man 
dann in C eine Senkrechte 
SLutABy welche die Gerade 
AV in M schneide; so ist 
CM=Rtgi$. Errichtet 
man femer in M eine Senk- 
rechte auf-4F, welche -4 J? 
in schneide, so ist auch 
CMO^^^, also 

(70=CilftgiÖ = iJtgH^ 
mithin der gesuchte Grenz- 
punkt. 

Da der Grenzpunkt die Stelle eines der inneren Kreise 
vertritt, so nimmt jede durch ihn hindurchgehende Gerade 
die Stelle einer an' einen inneren Kreis gelegten Tangente 
ein. Man kann also mit Hülfe der Linie der gleichen Tan- 
genten den Grenzpunkt auch dadurch finden, dass man 
PO = PS = Ps macht. Ferner kann man auf den Grenz- 
punkt auch die Gleichung (1), nämlich 

2yjB 







Fig. 10. 
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anwenden, wenn man darin statt FT und d resp. FO und 
CO setzt, dann erhält man (Fig. 10) 



und wenn man diese Gleichungen durch einander dividirt, 

FT VJ .j_ FT FO 
Fo' 



VW . FT 

''T7= oder 7== = 

VÖO VT 



VCO 



Da nun die Lage des Grenzpunktes nur von dem Werthe 
von Je, nicht aber von der Lage des Punktes F, d. h. von 
dem Werthe von q>y abhängig ist, so zeigt die zweite Glei- 
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chung, dass, wenn man den kleinen Kreis, also d variirt, 
dagegen J?"- festhält, das Verhältniss 

FT 

Vs 
constant bleibt. Die erste Gleichung aber zeigt, dass, wenn 
man einen kleinen Kreis festhält und den Punkt F sich ver- 
ändern lässt, das Verhältniss 

FT 
FO 

stets denselben Werth beibehält. Wendet man diesen Satz 
auf den anderen Endpunkt F' der Sehne FF' an, so folgt 

FT _ F'T 
FO~F'0' 

und daraus nach einem bekannten Satze, dass die nach dem 
Berührungspunkte T gerichtete Gerade OT den Winkel zwi- 
schen den Geraden OF und OF' halbirt. 

Hiedurch ist nun ein anderes Mittel gegeben, die obige 
Aufgabe zu lösen, nämlich denjenigen Kreis aus der zu einem 
gegebenen Werthe von h oder ö gehörigen Schaar zu finden, 
der eine gegebene Sehne FF' berührt. Man construirt (Fig. 10) 
zuerst auf die oben angegebene Weise den zu dem gegebe- 
nen Werthe von h gehörenden Grenzpunkt Ö, zieht OF und 
OF' und halbirt den Winkel FOF', Die Halbirungslinie 
OT trifft dann die Sehne FF' im Berührungspunkte T, und 
hf^t man diesen, so findet man, wie oben, auch den Mittel- 
punkt c. 

§44. 

Wir kehren jetzt zu der Differentialgleichung (4) zurück: 
dq)' dcp ^ 

welche für die den Endpunkten F und F' einer beliebigen 
Sehne zugehörigen Winkel (p und (p' gilt, wenn diese Sehne 
irgend einen Kreis aus der zu fc^ gehörigen Schaar berührt. 
Wir suchen Integralgleichungen zu dieser Differentialgleichung, 
d. h. endliche Beziehungen zwischen den Winkeln (p und qp'. 
Wenn eine solche die irgend einen inneren Krei3 bestimmen- 
den Stücke enthält, so wird sie eine constante Grösse mehr 
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enthalten ; als die DifPerenHalgleichung^ und daher eine voll- 
ständige Integralgleichung sein. yi«. n. 

Fällen wir aus dem Mittel- ^ — — "">C/^' 

punkte C (Fig. 11) eine Senkrechte X^ /.^^^^\ 

Cf auf FF\ so erhalten wir so- ' ^^^(*^ ^\ \ 
gleich zwei Integralgleichungen i'L<^^^/^ \^ \ \ 

durch die Relationen t ^ \ c c^ \\b 

Ff=^{FT+FT)\ ^ \ \ jr 

fT = ^ (FT — F'T) j ^^^ \ ^_^^/ 

Denn da nach (2) und (3) X. /^ 

FT = At.Jq), VT=At.J(p ^--^----^ 

ist, so haben wir nur noch Ff und fT auszudrücken. Es 
ist aber 

FCF' = 2 (9 - 9)), also FCf = q> — g), 
mithin 

Ff= B sin (9 — g?), Cf=R cos (9)' — g?). • • (9) 
Zieht man ferner cT, und CH senkrecht anf cT, so ist 
fCA = 9' + 9?, also fCc = 180« — (g?' -f- 9), 

und daher 

fT = S sin (9 + 9), cH=8 cos (<p' + 9>). • (10) 
Setzt man diese Werthe in (8) hinein^ so erhält man 
JJ sin (9)' — 9>) = i-4^ (^9) -[- ^(p), 
d sin (9?' -[- 9)) = ^^^ (z/9) — ^9>'), 
oder 

sin (9' — 9) J.t ' sin (9' -{-9) -ät * ^ ^ 

Beides sind vollständige Integralgleichungen mit den willkür- 
lichen Constanten Ät und -n. Um nun diese durch eine 

At 

auszudrücken, wählen wir dazu, wie es schon früher geschah, 
denjenigen Werth von 9', welcher dem Werthe g) = ent- 
spricht^ diesen bezeichnen wir mit a und können ihn leicht 
constr uiren. Wir brauchen nur die aus Ä an den inneren 
Kreis gelegte Tangente ^^ zu verlängern, bis sie den äusse- 
ren Kreis zum zweiten Male in A' schneidet, dann ist der 
dem Puncte A' zugehörige Centriwinkel 

ACA'=2a, 
und aus der in den vorigen. Paragraphen gelösten Aufgabe 
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erhellt; dass, sobald a gegeben ist ^ damit auch ein bestimm- 
ter Kreis aus der zu h gehörigen Schaar gegeben ist. 

Setzt man nun in den Gleichungen (11)9 = und 9'=«, 
so ergiebt sich 

A% sin a ' -4* **" sin a ' 

und daraus 

(12) * = ^i^- 

Zieht man auch noch Ca senkrecht auf At und ausserdem 
ci = r, so folgt, weil ACa «* Act «= a ist, 

(13) . . . r = (ü + (J)cosa = Yqr^^- 

Durch die Einführung von a werden nun die Gleichungen (11) 

z/qp + z/9' 1 + i^a ^ ziy — /itf 1 — /ia 

sin (qp' — qp) sin a ' sin (qp' + qp) sin a 

Aus ihnen folgt durch Addition 

2 z/qp + z/qp' j^ z/qp — z/qp^ 

sin a sin (qp' — qp) sin (qp' + qp) 

[sin (qp'+ qp) + sin (qp'— qp)] z/ qp + [sin ( qp'-f- qp) — sin (qp'— qp)] ä qp' 

sin*qp' — sin*qp ' 

also 

sin* qp' — sin* qp 
sm a «= -. r— -r—. — ■- — ^^-r — r—r-' * 

sin qp cos qp z^ qp -f- sm qp COS qp zJ qp 

Diese Gleichung ist von der im § 29 umgeformten Glei- 
chung (28) fast nicht verschieden. Wiederholt man hier die 
dort vollzogenen Operationen, so erhält man 

sin qp^ COS qp z^qp — sin qp COS qp' z^qp' 

sm a — ^ _ ^, gj^g ^ g.^, ^, , 

und damit unsere bekannte Formel für den Sinus der Ampli- 
tude einer Differenz. In der That wird durch gliedweise Inte- 
gration der Differentialgleichung (4) und durch Einführung 
von a\ 

9)' 9 a 

J *dqp' / *<:?qp Cda 



also wenn man 

fy—: M-'. M-« 



setzt, 
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und 



— M, 



q> = am Uy (p = am u, a = am a == am (u — u) . 
Noch eine dritte Integralgleichung, die zugleich direct 
die Lagrange'sche Formel liefert, erhält man folgendermassen. 
Es ist 

r = cT=Cf+cH, 
und wenn man die Gleichungen (9) und (10) anwendet, 

r = R cos (jcp — 9) + <J cos (g>' + 9>) • • • (14) 
Drückt man darin r und 8 mittelst (12) und (13) durch a 
aus, so erhält man' 

2 cos a f , >,,! — z/a r > \ \ 

r+^ = cos ((p ^ ip) + ^^3^- cos ((p + 9), 
öder 

2 cos a = (1 + Ja) cos {tp — 9) -f (1 — ^«) cos (g?' + g?), 
mithin 

cos a = cos 9?' cos 9 + sin q> sin 9 z/a, • • (15) 
welches die Lagrange'sche Formel ist. 

• § 45. 

Hiedurch ist nun ein bequemes Mittel gegeben , die Ampli- 
tude der Summe oder DifiFerenz zweier Argumente geometrisch 
zu construiren. Denn zieht man 
die beiden den inneren Kreis be- 
rührenden Sehnen, FF' und^^' 
(Fig. 12), nimmt den Radius des 
äusseren Kreises als Längenein- 
heit an und setzt die Kreisbogen 
AF = 2amu, AF' = 2amu j 

AA = 2 am a, 
so ist 

M — w = a, u^=u + a, 
Ist also nun zuerst nm u und am u nebst dem dazu gehörigen 
Modul Tc gegeben, so nehme man auf der Peripherie eines 
Kreises, dessen Radius die Längeneinheit ist, einen beliebi- 
gen Punkt A an und mache die von A an nach derselben 
Richtung gezählten Kreisbogen 

AF=2amu, AF' = 2amu, 
ziehe die Sehne FF' und construire nach einer der in den 

Dnrdg-e, ellipt. Functionen. 3. Anfl. 12 
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§§ 42 und 43 gelehrten Methoden den zu h gehörigen kleinen 
Kreis, welcher die Sehne FF' berührt. Legt man dann von A 
eine Tangente AÄ an den nämlichen Kreis, so ist der Bogen 

AÄ =2 am a = 2 am {u — u) . 
Um ferner die Amplitude der Summe zu coiistruiren , sei ausser 
dem Modul fe, amu und am a gegeben. Man mache 

AF =2amu^ AA =2ama, 
ziehe die Sehne AA und construire den zu k gehörigen kleinen 
Kreis, welcher die Sehne AA berührt. Legt man dann von F 
an den nämlichen Kreis die Tangente FF', so ist der Bogen 

A F' == 2am u = 2am (u -^ a). 
In dem besonderen Falle, dass das Argument a dem voll- 
ständigen Integral K gleich ist, iiat man 



am K = 



2am K = 7C, 



Der Endpunkt A des Bogens, welcher gleich 2am K ist, 
fällt daher nach B, die Sehne AA wird zum Durchmesser 
ABy und der denselben berührende, zu k gehörige kleine 
Kreis schrumpft in den Grenzpunjtt zusammen. Ist daher 
wieder AF = 2 amu, so ziehe man durch F und die Ge- 
rade FOGj und erhält dann 

AG = 2am{u + K), 
Hieraus folgt zugleich: Sind zwei Bögen AF und AG so be- 
schaffen, dass die Argumente der diese Bögen darstellenden 

Amplituden um die Grösse K von 
einander verschieden sind, so geht 
die die Endpunkte F und G 
dieser Bögen verbindende Sehne 
durch den Grenzpunkt 0. 

Es hat nun keine Schwierig- 
keit, diese Construction auf meh- 
rere Summanden auszudehnen. Es 
seien die Bögen (Fig. 13) 
AF = 2amUf AÄ = 2ama, 
AB=2aml, AG' =2amc, 
so findet man zuerst wie vorhin 

AF' = 2am{u + a). 
Zieht man nun die Sehne AB' und construirt den zu k ge- 
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hörigen, diese Sehoe beröhrenden Kreis, und legt von F' an 
diesen Kreis die Tangente F'F'\ so ist 

Man ziehe ferner die Sehne AG' und zeichne den dieselbe 
berührenden, zu Ä gehörigen Kreis, lege an letzteren aus F" 
die Tangente F" F"\ so ist 

und in derselben Weise kann man fortfahren. Zu bemerken 
ist aber, dass alle diese Kreisbögen nach derselben Richtung 
und auch über 360^ hinaus gezählt werden müssen. Man be- 
merke ferner, dass die sämmtlichen inneren Kreise nur von 
a, &, c, etc., nicht aber von t*, also auch nicht von der Lage 
des Punktes F abhängen. 

Sind die Argumente üjl), c, 
etc. alle einander gleich und 
gleich a, so fallen die Punkte 
JB', C, etc. alle mit dem Punkt A 
zusammen (Fig. 14), also fallen 
auch alle kleinen Kreise mit dem 
die Sehne AÄ berührenden zu- 
sammen. Legt man also an die- 
sen Kreis nach und nach die 
Tangenten FF\ F'F", F"F'\ 
p"piv^ etc., so sind die Bögen 
AF^2amu, Ar=2am{u+a)y ' AF''=2am(U'{-2a), 

AF'''=2am{u+3a), AF'^=^2am(u+ia), etc. 

Ist endlich auch a = u, so fällt der Punkt A nach F, 
der innere Kreis muss daher dann 
die Sehne AF berühren, und zieht 
man die Tangenten wie vorhin, 
so ist nun (Fig. 15) 
AF===2amu, AF'=2am2u, 

^JP"=2am3w, 
AF'''=2am4u, AF'^=2am4u, 
etc., wodurch eine geometrische 
Construction für die Verviel- 
fachung der elliptischen Functio- 
nen gegeben ist. 

12^ 




Fig. 15. 
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§ 46. 

Kehren wir noch einmal zur Fig. 13 zurück. Im § 45 
ist gezeigt worden, dass, wenn man die Bögen 
^-F=2amw, AA=2ama, AB'=2amh, AC'=2amc 
macht und die Sehnen FF\ F'F\ F"F" in der angegebe- 
nen Weise construirt, die Bögen 

AF' = 2am {u + a), AF" =2am (t^ + a + &), 
AF'"^ 2am {u + a + h + c) 
sind. Jene Sehnen bilden einen Theil eines in den äusseren 
Kreis eingeschriebenen Vielecks. Schliesst man nun das Viel- 
eck , welches in unserer Figur ein 
Viereck ist, durch Ziehen der 
Sehne F'"F^^, wo wir also den 
Punkt F^^ mit F zusammen- 
fallend annehmen, so wird es 
auch einen zum Modul U gehöri- 
gen Kreis geben, der diese Sehne 
berührt, weil man zu jeder be- 
liebigen Sehne einen solchen 
Kreis nach § 42 oder 43 finden 
kann. Um aber diesen Kreis un- 
abhängig von der Sehne F"'F^^ finden zu können, legen wir 
an ihn von A aus die Tangente AD' und setzen 

Bogen AU = 2am d, 
dann ist der über 360 '^ hinaus gezählte Bogen 

AF^^= 2am {u + a + 1 + c -{- d). 
Da nun aber der Punct F^^ mit F zusammenfallt, so ist 




also 



oder 



AFiv==2%-\-AF, 
2am (w + a-[-6-f-<? + dj = 2;r + 2am m, 



am (u + a -^h -{- c -^ d) ===^ jt -{- am u == am (u -{- 2 K) (§7), 
folglich 

a + h + c + d = 2K. 
Bestimmt man also AD' =2 am d so, dass 

d = 2K^{a'\-l) + c), 
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so wird der die Sehne AD' berührende Kreis so liegen, dass 
die aus F"' an ihn gezogene Tangente durch den Puuct F 
hindurchgeht. 

Es ist ersichtlich, dass die hier für ein Viereck ausge- 
führte Betrachtung sich ohne Weiteres auf ein Vieleck von 
beliebig vielen, w, Seiten ausdehnen lässt. Bezeichnen wir 
die Ecken desselben mit 

F, F\ F" jP(«), 

wo der letzte Punkt F^'^'^ mit dem ersten F zusammenfallend 
gedacht werde, so kann auch der Fall eintreten, dass dieses 
Zusammenfallen nicht nach einmaligem Umlaufe um die Peri- 
pherie eintritt, sondern erst etwa nach m Umläufen. Dann 
ändert sich im Vorigen nur das, dass an die Stelle der Glei- 
chung a -{- h -{- c -{- d = 2K A\e folgende 

■a-{-h'\-c + d+ = 2mK 

tritt. Wichtig aber ist, daran zu erinnern, dass die Argu- 
mente a, 6, c, etc. und auch das letzte derselben, durch 
welches derjenige Kreis Uestimmt wird, der die das Vieleck 
schliessende w*® Seite desselben berührt, von u und also auch 
von der Lage des ersten Eckpunktes F ganz unabhängig ist. 
Dieser letzte Kreis bleibt also mit den übrigen Kreisen un- 
Yerändert derselbe, wenn der Punkt F und mit ihm die 
Punkte F\ F,'\ etc. ihre Lage auf der Peripherie des äusse- 
ren Kreises ändern. 

Nach alledem erhält man nun folgenden Satz: 

Hat man eine Schaar ineinanderliegender 
Kreise, welche alle eine gemeinschaftliche Linie 
der gleichen Tangenten besitzen, und bewegen 
sich die Ecken eines w-Ecks auf der Peripherie 
des äussersten Krerses, während die (n — 1) ersten 
Seiten desselben sich jede auf einem Kreise aus 
der genannten Schaar wälzen, so wälzt sich auch 
die n^^ Seite auf einem Kreise aus dieser Schaar. 

Besonders wichtig ist nun der Fall, wenn die Argumente 
a, 6, c, etc. alle einander gleich sind, dann fallen die Seh- 
nen AÄj Ali\ AC\ AD\ etc. alle in eine zusammen, also 
auch die diese Sehnen berührenden Kreise,- und das Vieleck 
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ist dann dem äusseren Kreise eingeschrieben und zugleich 
dem inneren Kreise umgeschrieben (Fig. 16). Setzt mai^ in 
diesem Falle 

und nennt die Anzahl der vorhandenen Argumente n, so dass 
dies auch die Anzahl der Seiten ist, so geht die Gleichung 

a + 6 + c H =2K 

über in 

na = 2K, 
aus welcher 

n 
folgt. Der Bogen ÄÄ'y dessen 
Sehne den inneren Kreis berührt, 
ist also 

Bogen ÄÄ' = 2 am 

Hiedurch ist nun ganz allgemein 'die Aufgabe gelost, zu 
einem gegebenen Kreise einen zweiten Kreis zu 
finden von der Beschaffenheit, dass man um ihn 
ein Vieleck von einer gegebenen Anzahl von Seiten 
beschreiben kann, dessen Ecken zugleich in der 
Peripherie des ersten Kreises liegen. 

Ist nämlich n die Anzahl der Seiten des Vielecks, so 
nehme man einen beliebigen Werth für Je an und berechne 

2K 
den Werth von am — *). Man mache dann den von einem 

beliebigen Punkte Ä der Peripherie des äusseren Kreises, dessen 
Radius als Längeneinheit angenommen werde, gez^ten Bogen 




AÄ'=2am 



2K 



ziehe die Sehne AÄ' und construire den die- 



selbe berührenden, zu Je gehörigen Kreis, so hat der letztere 
die verlangte Eigenschaft. 

Da der Werth des Moduls Je beliebig angenommen wer- 
den kann, so ist die Aufgabe eine unbestimmte, und es giebt 
unendlich viele Auflösungen derselben. Für den besonderen 



*) Ueber die Berechnung von K aus k, sowie der Amplitude zu 
einem gegebenen Argument siehe unten § 50. 
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Pall, dass man Je = setzt, wird am — = - — , und da dann 
K=Y ^^^f Bogen jiÄ' = 2^=-^ . Die Linie der glei- 
chen Tangenten rückt dann ins Unendliche, der innere Kreis 
wind mit dem äusseren concentrisch, und daher das ^^-Eck 
ein regelmässiges. 

Der Werth des Bogens ÄÄ\ von welchem die Lösung 
der Aufgabe abhängt, ist von dem Werthe von u, d, h. von 
der Lage des Punktes F, ganz unabhängig. Hat man daher 
zwei Kreise gefunden, welche der Aufgabe genügen, so kann 
man von einem beliebigen Punkte der Peripherie des äusse- 
ren Kreises das »^-Eck zu zeichnen beginnen, es wird sich 
stets schliessen. * 

Unter den Vielecken , welche einem Kreise um- und einem 
anderen Kreise eingeschrieben sind, besitzen diejenigen, deren 
Seitenzahl eine gerade Zahl ist, noch eine merkwürdige Eigen- 
schaft. Setzt man nämlich 

n = 2my 
so wird 

n VI 
Bezeichnet man nun die Ecken des 2m- Ecks mit 

F, F\ F\ . . JF(2^'), 

so sind die Eckenpaare 

iTJ^Cm)^ JP'i^Cm+l)^ etc. 

gegenüberstehende Ecken. Ferner ist 

AF=^2amu, AF'=2am(u + a), AF"^2am(u + 2a) 

AF^"'^ -=2 am[u-\-ma) j .4i^("»+i)=-2am[M+(m+l)a], etc. 

Also sind die Bögen, deren Endpunkte die beiden gegenüber- 
stehenden Ecken F und F^'^^ sind, wenn man den Werth 
von a einsetzt, 

AF = 2am u, AF(^^^ = 2am (u + K). 
Die Argumente der Amplituden haben also K zum Unter- 
schiede, folglich geht nach § 45 die Sehne oder Diagonale 
FF^'"') durch den Grenzpunkt 0. Für das folgende Paar 
gegenüberstehender Ecken F' und i^('«+i) ist 

AF'==2am(u + ^y AF^^^-^'^ = 2am(u + ~+Ky 
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Der Unterschied der Argumente ist also wieder gleich K^ 
folglich geht auch die Diagonale jF'i^("»+i) durch den Grenz- 
punkt. Dasselbe findet bei allen folgenden Paaren gegenüber- 
stehender Ecken statt. Da nun der Grenzpunkt nur von fc 
abhängig, von u aber unabhängig ist, so hat man folgen- 
den Satz: 

Bei einem Vieleck von einer geraden Anzahl 
von Seiten, welches einem Kreise eingeschrieben 
und einem andern Kreise umschrieben ist, schnei- 
den sich die Diagonalen, welche je zwei gegen- 
überstehende Ecken verbinden, in ein und dem- 
selben Punkte, und dieser bleibt unverändert, 
wenn das Vieleck sich dreht, d.h. wenn seine Ecken 
auf der Peripherie des äusseren Kreises fort- 
gleiten, während seine Seiten sich auf dem inne- 
ren Kreise wälzen. 

§ 47. 

Es bleibt nun noch übrig, für einige specielle Annahmen 
von w, der Anzahl der Seiten des Vielecks, die Relationen 
zwischen den Radien JB, r der beiden Kreise und der Distanz ö 
ihrer Mittelpunkte zu finden,' welche stattfinden müssen, da- 
mit man das w-Eck dem einen Kreise um- und dem andern 
Kreise einschreiben könne. Dazu führen die Formeln (12) 
und (13) des § 44, aus welchen 

folgt, und in welchen a = am a war. Da nun 

a = — 
n 

zu setzen ist, so hat man 

r 2K B--d . 2K 



B + d ""'' "'"*' n ' E + 8 " ^'"^ n 

Diese beiden Gleichungen sind so lange von einander unab- 
hängig, als man für den Modul k nicht den bestimmten, 
früher gegebenen Ausdruck durch iJ, r und 6 annimmt. 
Eliminirt man also Je aus ihnen, so wird man die gesuchten 
Relationen erhalten. Es wird daher darauf ankommen, für 
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jede specielle Annahme von n eine Beziehung zwischen 

COS am — und ^ am — zu finden. 
n n 

Es sei zuerst w = 3, das Vieleck alsa ein Dreieck, 

a = iK. 

Wir benutzen nun die Lagrange'sche Gleichung (15) § 44 

cos a = cos (p' cos $? + sin fp' sin fp ^a^ - • (18) 

in welcher a = am a, g) = am u, q> = am (u + a) ist, und 

setzen 

cc = am — , (p == am -— , also (p = am ^ • 
Dann ist 
cos am ^K 

= cosam^Kcosam^K-\-8inam^KsinamiK ^am^K. 
Nun ist aber 

und allgemein 

sin am (2K — u) = sin am te, cos am (2 Jf — m) = — cos am u , 

z/ am (2 JST — w) = z/ am w , 
also erhält man 
cos am I JST = — cos^ am ^K + sin^ am ^K A am ^K 

= — cos2 am Ik+{1 — cos^ am ^K) Jam^K, 
oder 

0=(l + cosam|Ä') [— cosam|Ä'+(l— cosamliT) z/am|jBr); 

mithin, da cos am ^K von — 1 verschieden, und daher 

1 + cos am lÄ" nicht gleich ist, 

o rp' , cos am %K ^ 
cos am iK + — — -,v = 1 • 

Setzt man nun die Werthe aus (17) ein, nach denen auch 

008« r 

z/a E — 8 

ist, so erhält man die Relation für das Dreieck: 
— ^ + ^ = 1 

welche von Etiler zuerst aufgestellt worden ist. 
Es sei zwe'^itens w = 4, 

a = -^ = ^iC. 
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Dann ist 

r . -p. r coB am i K 
wr^ = cos am l K, ^ — r: = --j f-^ - 

Erinnert man sicK aber der Formel 

cos am u . , x?- v 

~-r = Sin am (K — w), 

J amu ^ ^ ' 

so folgt 

=-— == cos am { K^ WZTa = ®^^ am{K — \ jr)=sm am ^K\ 

mithin erhält man, wenn man diese Gleichungen quadrirt und 
addirt; die Relation für das Viereck: 



(e + ^J + \^- V ~ ^* 



Zuletzt wollen wir noch die Relation für das Fünfeck 
suchen, also 

a^lK 

annehmen. Hier benutzen wir zuerst wieder die Gleichung (18), 
indem wir 

a = am \ Ky fp = am^ K, (p' = am ^ K 
setzen, und erhalten 

n Q^ /^^^ am ^ K = cos am | K cos am ^ K 

\ -^ sia am ^ K sin am^ K ^ am^ K. 

Setzt man aber in der Lagrange'schen Gleichung für die 
Summe (§ 28, S. 110) 

cos ö = cos <p cos ^ — sin 9) sin ^ z/^, 
in welcher 

<p =^ amu, xl; = amv, 6 = am {u + v) 
ist, 

so erhält man 

cos am I K = cos^ am J K — sin^ am { K ^ am ^ K. 
Nun ist aber 

also ist auch 
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— COS am \ K = cos^ am ^ K — sln^ am \ K /d am ^ K 
= 1 — sin^ am ^ K (\ -{- ^ am^ K) 
= cos^ am ^ K {1 -^ ^ am^ K) — ^ am^K, 

und daraus ergiebt sich 

* A TP- -g / 1 -^ cos am ^ K 

sm am i K=y ^\ ^ ^-^- > 

^ r 1 -^ J am i K 

A TT -i/j am ^ K — cos am J K 
COS am \ K =y /, ^ 5-^^- — 

Substituirt man dies in (19), so kommt 



9 17- o x^ t/^ am ^ iC— cos am I Ä" 
cosam|i£:= cosamlK]/ i + jamiK 

+ sin am I iTzf am I J: ^ 1 + .^am# JT ' 

Setzt man darin der Kürze wegen am ^ K = a und drückt 
den Sinus durch den Cosinus aus, so erhält man zunächst 
die gesuchte Relation zwischen cos a und z/a: 

-m/ da — ' cos a , . /^ , V -, /l — cos a 

COS a = cos aj/ ^^j^ + ^cc (1 + cos «) J/ Y+jä ' 

Substituirt man darin jetzt die Werthe (17), so wird 

Ja — cos a B — d — r ^ 1 — cos « Ä + d — r 

l + Ja ~ 2E ' 1 +Jcc ~ 2B ^ 

also 

r _ r n/^^^^S , -R - ^ B_+ 8 + r./ B + d-r 
B + d B + öf^ 2B "^B + d' B'+d y 2B 

oder 



+ (R - d) (R + d + r^) j/B + d — r *). 



*) Vgl. BicJielot, üeber die Anwendung einiger Formeln ans der 
Theorie der elliptischen Functionen auf ein bekanntes Problem der 
Geometrie. Crelle's Journ. Bd. 38. 
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Elfter Abschnitt. 

Die Landen'sche Transformation. 

§48. 

Wir knüpfen noch an die im Vorigen angestellte geometri- 
sche Betrachtung an und fassen den Grenzpunkt näher 
in's Auge, indem wir auch den Winkel einführen, welchen 
eine vom Grenzpunkte nach einem beliebigen Punkte F 
der Peripherie des äusseren Kreises gerichtete Gerade mit dem 
durch den Grenzpunkt gehenden Durchmesser bildet (Pig 17). 
Es sei wie früher ÄCF=2q), also ÄBF = (p. Wir 
bezeichnen nun mit ^q den eben 
erwähnten, neu einzuführenden 
Winkel, setzen also 

ÄOF=g)Q. 
Ist k der Modul, von welchem die 
Lage des Grenzpunktes abhängt, 
und B der Radius des Kreises, 
so haben wir § 43 gefunden 



Fig. 17. 




CO = R 



i + ]/' 



und wenn man 

(1) ...... . j-^. = Icq 

setzt, 

CO=Rlc,. 
Man kann nun sogleich eine Beziehung zwischen den Winkehi q) 
und 9q finden, nämlich im Dreieck COF hat man 

CF : CO = sin COF : sin CFG, 
das heisst 

R : BTcq = sin (p^ : sin (2g? — ^o)? 
also ist 

(2) • • • • sin (2 9 — g?o) = '^o s^" 9^0- 

Ferner können wir auch eine Differentialgleichung zwischen 
(p und (Pq herstellen. Da nämlich der Grenzpunkt die Stelle 
eines der kleinen Kreise im § 41 vertritt, so vertritt FO die 
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Stelle einer Tangente FT Q,n den kleinen Kreis. Bezeichnet 
man nun mit F' den Punkt, in welchem die Gerade FO den 
äusseren Kreis zum zweiten Male schneidet, und setzt man 
den in derselben Richtung von CA aus gezählten Centri- 
winkel ACF' = 2g)', so vertritt auch FO die Stelle der 
Tangente F' T. Wir haben aber § 41 die Differentialgleichung 

d^ FT 

~dq>' ~ F'T 

gefunden. Setzt man also FO=p und F'O = p\ so ist 

d(p p 

d(p' p 

Nun ist aber BCF = 2^' - jr, folglich, BAF' = BFF' = o 

gesetzt , 

also auch 

dci = d^! und ^"^ == ^ , 
und da ^^j = oj -{- g), also d^)^ == rfco + d^> ist, 

^^0 ^ P +P /gx 

Nun ist nach § 41 , weil FO die Stelle der Tangente FT, 
und AO die Stelle der Tangente At vertritt, 

FO=p = AO' A{^,1\ 
oder 

1) = iJ (1 + Ä;„) ^ (<p, Ä) (4) 

Zieht man ferner CL senkrecht auf -FO, so ist 

OL = \{p — p) = RIcq cos (p^^ , 
also 

p — p = 2RJCf^ cos g?Q. 

Alsdann hat man 

AO'BO = FO'F'0, 
oder 

pp =^Bil+K)B(l- Äo).= B-' (1 - k,^). 
Mithin erhält man auch 



p-\-p' = }/iBnc^^'^i'^^iB'(r^kn') • (ft) 
= 2By'l — fco'' sin'' <p^ 
= 2Ez/((po,fco). 
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Setzt man daher die Werthe von p und p -{- p aus (4) und (5) 

in (3) hinein, so ergiebt sich 

//>N d(p ^_ 1 +h dq>o 

Dies ist die gesuchte Differentialgleichung zwischen (p und (p^ . 
Von dieser ist allerdings die Gleichung (2) eine Integral- 
gleichung, aber keine vollständige, weil sie keine Constante 
mehr enthält, als die Differentialgleichung. Wir werden 
diese Gleichungen auch nicht unter diesem Gesichtspunkte be- 
trachten ; wir integriren vielmehr beide Seiten der Gleichung (6) 
und erhalten, da die Gleichung (2), ebenso wie auch Fig. 17 
zeigt, dass q> und (p^ gleichzeitig Null werden, 

Ü 

Hienach hat das elliptische Integral der ersten Gattung 
die bemerkenswerthe und folgenschwere Eigenschaft, dass es 
sich durch eine passende Substitution in ein anderes ver- 
wandeln lässt, welches genau dieselbe Form hat, in welchem 
aber der Modul einen andern Werth besitzt; nämlich bestimmt 
man Jcq und (p^ aus den Gleichungen 

j ^' 

(7) . . . Äo = j-qj^, und sin (2g? — q)^) = ^o sin tp^, 

so ist 

• V^ (po 







Man nennt diesen Satz die Landen'sche Tra ns formatio n 
nach dem Engländer John Landen, welcher seine Arbeiten 
hierüber in den Phüosophical Transadions von den Jahren 
1771 und 1775 (auch in den Mafhematical Memoirs 1780, 
pag. 23) niedergelegt hat^). 

§49. 
Die Gleichung (7) ist sehr zweckmässig zur Berechnung 
des Winkels (p aus dem Winkel (p^, nicht aber umgekehrt; 

*) Vgl» ^ber die geometrische Ableitung der Landen'schen Trans- 
formation : 

Jacöbi, Extrait d'une lettre ä M. Hermite. Crelle's Journ. Bd. 32. 
Küpper, Demonstration geomdtrique etc. Crelle's Journ. Bd. 55. 
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wir sucheD daher zunächst noch andere Relationen zwischen 
q) und (Pq auf. Setzt man 

2^ — 9>o = 9 — (9^0 — 9)9 9o == 9^ + (9>o — 9); 
so erhält man aus (7) 
sin (p cos (g)o — (p) — cos (p sin {(p^ — tp) 

= ^Q sin (p cos {(Pq — 9>) + ito ^^^ 9^ ^in (g^Q — 9)) 
oder 

^g 9^ — tg (9^0 — 9^) = *o tg 9 + *o *g (9>o — 9>)? 
also 



oder da 
ist; 



tg(9>o-'9>) = f+"4*g9'^ 



1 + ko-^ 



tg (9o — 9>) = *' tg 9- • • • • • (9) 
Diese Gleichung macht die Berechnung von <Pq aus fp 
sehr leicht. Um auch (pQ durch 9 allein ausgedrückt zu er- 
halten, löse man die Tangente der Differenz in der vorigen 
Gleichung auf, so erhält man: 

1 + *g <Po tg 9 ° ^ ' 

und daraus 

^g9>o— i_A:'t^>- • • • • • 11^) 

Eine weitere Gleichung liefert die Betrachtung des Drei- 
ecks FOB. In diesem ist (Fig. 17) 

OB : FO = sin {(p^ — 95) : sin g) ^^s. i7. 

oder mit Rücksicht auf (4) 

J? (1 - *o) : -B (1 + Äo) z/ (g,, Ä:) 
= sin {(Pq — g?) : sin 9, 
woraus ^h~--cü — <g?y y^N 

sin (g)o — (jp) 

(1 — ko) sin qp k' sin qp 

~ (1 + ^0) ^' W, k) "^ ^T9>", X') 

folgt. Hieraus erhält man sodann 

V sin qp 
sm 90 cos 9 — cos 9o sm 9 = jj^^)^y 
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192 Abschn. XT. Die Landen'sche Transformation. § 49. 

und wenn man darin den aus (10) folgenden Werth 

cos(po = ^--7rx%-— - 
substituirt, 

( l — Tc tff 2 q?) sin qpn cos q? h' sin <p 

sm «p« cos 9> - ^ % + y ^'' ^ = l^^^TT) 

oder 

/i I 7' 1 I 7'x 9 \ Ä;' (l + Ä;') sin qp 
sm 9o cos g) (1 + Ä; - 1 + Ä tg^ <)p) = j^^'j,^ ; 

also 

.- ^ . . (1 4- 1c) sin w cos q? 

(11) .... sm9o = ^-^-i(^7| • 

Der transformirte Modul k^ ist bedeutend kleiner, als der 
ursprüngliche h Um dies zu sehen, bringe man ihn auf 
folgende Form 

/lox % ^ '~ ^ 1 — k^ k^ 

[^i^) . ... /Co — YZfY ~ (1 + Ä;7 ~ (1 +T)*- 

Diese zeigt nämlich, dass Äq' nicht nur kleiner als Je, sondern 
auch kleiner als 1c^ ist. Dieselbe Form dient auch dazu, um 
Je durch fco auszudrücken. Da nämlich 

(13) 1+^0 = 1^ 

wird, so erhält man 

(14) ^ = ^- 

Dem in (8) vorkommenden Ausdruck 1 + ^o kann man 
noch andere Formen geben. Ausser der Relation (13) erhält 
man sofort aus (14) 

Führt man ferner auch das Complement des transformirten 
Moduls ein, indem man Je^ = j/l — fco^ setzt, so kann man 
schreiben 

k; = /(i-*„)(i + Äo) = (1 + K) j/~l^ = (1 + K) Vß, 

mithin 

i + *o = ^; 
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da endlich 

l + *o = i^Y 



ist, so erhält man auch 






Stellen wir nun die in diesem Paragraphen gewonnenen 
Resultate zusammen, so ist 

'^O— i + it'> '' — 1 + ko' ''^~r+T' *— 1 + Jto' 

1 _i 7. ^ ^ y ^ o N> 

sin (29) — 9)0) = *o sin qPo, 
tg (9ü — 9) = *' tg 9, 

sin (Po = -^gT/i)" • 

§ 49 a. 

Ehe wir weiter gehen, wollen wir zuerst eine direete, 
die Geometrie nicht zu Hülfe nehmende Ableitung der Landen- 
sehen Transformation einschalten. Diese geht von der Forderung 
aus, das Integral 

dx 


mittelst einer Substitution von der Form 



X 

Jw 



ay 

X = ^- 



l + pt/« 
in das folgende 



1 



^dy ,...(!) 



K(i-V)(i-^*y*j 



zu verwandeln, in welchem der neue Modul A, ebenso wie 
der ursprüngliche Z;. reell, positiv und kleiner als Eius aus- 
fallen soll. 

Durch direete Substitution erhält mau zunächst 

dx^ _ Qg ( 1 — ßy^) dy /jjx 

y[x }^)l\^Jc^''~)''y\\-{a^~-'iß)y''' 'iß^y'+ß'^y*] 

Duröge, eUipt. Functionen. 'A. Aufl. 1^^ 
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soll dies aber iu die Form (I) übergehen, so muss der im 
Zähler befindliche Factor (1 — ßy^) gegen den Nenner weg- 
gehoben werden können. Bezeichnet man die beiden Factoren 
vierten Grades im Nenner, mit P und §, indem , 

rp_ 1_ («2 _ 2^) y2+^2y4 
l^Xli; . . . |^_i_(^2«2_2^)j/2 + ^2y4 

sei, so kann das Fortheben auf drei Arten erfolgen : 1) wenn 
P = (1 — ßy-ty wird, oder 2) ^ = (1 — ßy'^f, oder 3) wenn 
1 — /Jy^ sowohl in P als auch in Q als Factor enthalten ist. 
Den dritten Fall können wir sogleich ausser Betracht 
lassen, denn wenn 1 — ßy'^ gleichzeitig in P und in Q auf- 
geht, so ist es auch in P — Q als Factor enthalten ; aus (III) 
aber folgt 

und dieser Ausdruck zeigt, dass es nicht möglich ist, den Con- 
stanten a und ß solche von Null verschiedene Werthe zuzu- 
ertheilen, dass darin 1 — ßy*^ als Factor enthalten sei. 
Untersuchen wir daher die Annahme 

oder 

1 - («^ - 2/3) y^ + ^2y4 _ 1 _ 2ßy^ + ß'y^-, 
diese giebt «^ — 2/5 = 2/3 oder 

«2 = 4/3. 
Die rechte Seite von (II) geht dann in 

oidy 

Vi — (Ä;^ «« — 2/3)2/2 +^«2/* 
über, und da dies gemäss (I) gleich 
ady 

werden soll, so erhält man ferner 

Ic^a'^ '-2ß = 1 + r, /32 = k\ 
Nimmt man ^ = A, so folgt a^ = 4:1^ und man erhält für A 
die quadratische Gleichung 

4Z;U — 2A==1 + A% 
aus welcher 

A = 27j2 _ 1 + 21c /Ic' -~1 

folgt. Wenn aber, wie angenommen wird, k < 1 ist, so wird 
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A imaginär. Dasselbe tritt für ß = ^— X ein. Dieser Fall 
ist also ebenfalls zu verwerfen. 

Es bleibt demnach nur noch die Annahme, dass 

oder 

1 __ (i-?«2 _ 2ß) ,f + ßhy = 1 - 2ßy^ + ßh/ 

sei, zu untersuchen übrig. Diese .liefert Jc'^a^ — 2^ = 2/}, 
oder 

¥a'' = 4ß, (IV) 

und es wird 

jlx ady ady 

demnach hat man ferner 

«2 _ 2^ = 1 + A^ /32 = A2. 

Die Gleichung (IV) zeigt, dass, wofern a reell ausfallt, 
ß positiv ist; da auch A positiv werden soll, hat man zu 
setzen 

ß = l, «^ = |2; 

und erhält für A die quadratische Gleichung 



aus welcher 

- __ 2 — Ä;2 4 : 2 Vi^ k^ 
/, ^^ 

folgt, sodass A hier in der That .reell wird, wenn i < 1 ist. 
Durch Einführung von i'^ = 1 — k^ verwandelt sich der 
vorige Ausdruck in 

- _ 1 + k'^ ± 2k' __ (1 ± fc')2 __l±k' 
^~ 1 — Ä'« "~ T - k'^ ~ 1 + /c'' 

worin die oberen und die unteren Zeichen einander entsprechen. 
Soll aber A ebenfalls kleiner als Eins werden, so muss man 
die unteren Zeichen wählen und hat dann 

^ — ~k^ ~\ + k" ^^K 

Dadurch wird weiter ß = k und 

_ 2 K ;i __ 2 (1 — k') __ _^ 
^~ k ~ y "~ 1+ //' 
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weil aber aus (V) 

'^ ~ r+ii 

sich ergiebt, so erhält man 

1 + ^' = rh 

und daher 

« = 1 + A. 

Führt man nun noch an Stelle von A das Zeichen k^ ein, 
so wird die gefundene Transformation durch die folgenden 
Formeln dargestellt: 

T, _^-Ji (1 + ^ y 



r ^^ = (1 + A; ) / * -Ay 



oder wenn man 

a? = sin ^, y = sin ^^ 
setzt, 

rVD sin li; — lL+i«l5^-^-«* r -43fL_ — ri 4- Z; ^ / ^^Q 
(Vlj sm V; - ^ _^ ^^ ^.^, ^,>^ j[^,k)-y+ ^oy ^ (1^0, W' 

Diese Transformation ist von der in den vorigen §§ be- 
handelten noch verschieden. Man gelangt aber zu der letzte- 
ren, wenn man von der schon § 8 benutzten Substitution 

sin ^ = i tg 9 

Gebrauch macht, durch welche 

dtp . dtp 

wird. Wir wenden diese in der Weise an, dass wir setzen 

« 

sin f =: itg g)y, sin ^o = ^ ^S 9^7 
und erhalten dann aus (VI) unmittelbar 

(VI» tg ». - ';-^^; J^„ - (1 + *.)/i,?H- 



Betrachtet man nun hierin Jr^ als den ursprünglichen Modul 
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und führt für denselben vorübergehend das Zeichen k ein, 
aus welchem in analoger Weise aucji X\ Aq, A^' mittelst der 
Formeln 

abzuleiten sind, so zeigen die am Ende des § 49 zusammen- 
gestellten Formeln, dass man gleichzeitig hat 

Demnach folgt aus (VII) 

fcr/n = (1 + ^') tg q> / dq)o ^ 2 C_Jl^_. 
u 

also, wenn man wieder Je statt A schreibt, 

+1, /n — (^ + ^') ^g y / <?y _ _ L+ ^0 / ilo 



welche Formeln die früher aufgestellte Transformation ent- 
halten. Die übrigen am Ende des § 49 zusammengestellten 
Beziehungen zwischen q> und g)^ ergeben sich hieraus sehr 
leicht durch einfache Umformungen. 

§ 50. 

Wir haben nun zuzusehen, wie die Winkel (p und q)^ 
sich mit einander ändern. Dazu differentiiren wir die 
Gleichung (10) 

und erhalten 

d^ ^^ -r ^; (1 — ]i tg« 9)« ' cos« 9 ' 

mithin für das DiflFerentialverhältniss ->-- einen Ausdruck, der 

a qp ' 

immer positiv ist. Es wachsen also g>^ und 9? gleichzeitig. 

Nun wird jedesmal, wenn tg 9? = ist, auch tg g)^ = 0. 

Schreibt man ferner die obige Gleichung in der Form 
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SO zeigt sie, dass auch jedesmal , wenn ig <p = oo ist, ig(p^ = Q 
wird. Lässt man aber q) einen Quadranten, tg (p also alle 
Wertbe von bis oo oder von — cx) bis durchlaufen, so 
wechselt wegen (10) ig cpQ einmal sein Zeichen, nämlich 

dann , wenn tg (p entweder den Werth -\- y , / oder den Werth 

— r Y überschreitet, folglich durchläuft gleichzeitig (p^ zwei 
Quadranten, und den Werthen 

n 3 

0, y, jr, 2 jr, 211, etc. von 9 

entsprechen die Werthe 

0, jr, 2jr, 3;r, 47r, etc. von (p^. 

Hieraus folgt also, dass (p^ doppelt so rasch wächst als gj, 
in der Art, dass jedesmal, wenn q) einem Vielfachen von 

^ gleich geworden ist, gpg demselben Vielfachen von it 
gleich ist. 

Setzen wir nun in der Gleichung (8) 








g) = Y , so wird q)^ = jt . Bezeichnen wir daher das dem 
Modul Icq zugehörige vollständige Integral mit Kq, setzen also 

n 

i n 

Att^^ = ^0 ^^^ daher f-rp^, = 2K,, 

'0 

SO erhalten wir die wichtige Relation 

(15) K={\+]c,)K,. 

Die vorige Transformation kann man nun so oft, als mau 
will, wiederholen. Bildet man nämlich eine Reihe von Moduln 

Tcq, Äqq, 7^(3) /c(„), und eine Reihe von Winkeln 9?^, 9?qq, 

9?(3) (p(,n) nach den Gleichungen 
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1 - k\ 



^^00 = T+~To ' *^ ^^00 "~ ^o) = *'o % 9o^ 



/i*(3) == 



1 — fC 00 
1 + «^00 



*g (9^(3) — 9^oo).= ^'oo *g 9^00? 



'm«j = rxk:^~:. > *g (9'(«) "" 9^(«-i)) = ^'(»-d *g 9(»-i)^ 



so hat man auch successive 



(16) 





y* ^qPoo_ ^ + ^'(3) r ^9^(3) _ 
^ (9oo> W 2 ,7 ^(qP(3)^^3) ) * 



V{n-1) V(n) 



(17) 



Je zwei auf einander folgende Moduln ife(„— i) und ]c^„) stehen 
dann in derselben Beziehung, wie Ä und Icq, und ebenso auch 
je zwei auf einander folgende Winkel q>{n-i) und (p^n) in der- 
selben Beziehung wie (p und q)^ . Es wächst daher auch q)^n) 

doppelt so rasch als ^{n-i), und setzt man g)^n—i)==^, so 

wird 9(n) = ^, Bezeichnet man nun die den Moduln Äq, Aqq, 
*(3) • • • • ^(n) entsprechenden vollständigen Integrale resp. mit 



^Q} -^00 9 ^(3) 

Relationen 



• K^n), SO erhält man auch successive die 

K =(l+fco) ^0, 

^0 = (^ + ^^Oo) ^00» 

^00 = (1 + '^(3)) ^(3); 



und wenn man alle diese Gleichungen multiplicirt, 
X=(l+7.o)(l + U(l+/''(3)) (i + hn))K^„,. .-(18) 
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200 Abschn. XL Die Landen'sche Transformation. § 50. 
Nun war nach (12) 



^0 ~ (1 + Tcf ' 
also ist auch 

Die Moduln Ä, äJq, *qq, u. s. w. bilden daher eine abneh- 
mende Reihe. Je kleiner aber ft(«_i) ist, desto mehr nähert 
sich sein Complement Ä'(n-i) der Grenze 1, und folglich 
1 + l^\n—i) der Grenze 2. Je grösser also n ist, oder je 
weiter man in der Reihe der Moduln fortschreitet, desto 
mehr nähert sich 'k^n) dem Werthe {Wn-i)^' Hieraus geht 
hervor, dass It^n) mit wachsendem n rasch zur Grenze con- 
vergirt, und dass 

lim Ä:(n) = 0; lim ¥{n) = 1 (für n = oo), 
und daher 

lim K^n) = f 

ist. Geht man also in der Gleichung (18) zur Grenze über, 
so erhält man K ausgedrückt durch das rasch convergirende 
unendliche Product 



(19) . . i: = I (1 + fc,) (1 + k,^) (1 + ^,3)) . 



Diese Gleichung eignet sich nun ganz vortrefflich z.ur 
Berechnung von K aus einem gegebenen Modul k. Denn 
setzt man Je = sin 0, so wird , wie wir schon § 43 sahen, 

^^'o = ^g^ i ^ ) folglich 1 -\- Ic^ = ^^ 3 . Setzt man nun 
successive 

h = tgH^ = sin Oq, Jcqq = tg^ ^0^ = sin Ö^o, u. s. w., 
so wird 

^+'^o = c^2p> l + *oo=^iy^, l + i(3) = ^^^, etc. 
und daher 



cos2.i^cos2i^ocos«iö,o' 
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Ist z. B. fc = y^y also == 45^, ^o steht die Rechnung so: 

$ = 450 0' 0'; 00 I öo = 90 52' 45", 41 ^00 = 0» 25' 40", 74 

iö = 22« 30' 0*;00 I i^o = 40 56'22'; 70 ^Öoo = 0" 12'50'; 37 

tg i^o • • 8,9366504.5 tg ^^oo • ' 7,5722761.7 

cos i ^0 . • 9,9983840.1 cos i^oo * * 9,9999970.0 

;£!;;«).. 7.8733009.0 ^^j • 5,U45523.4 
ß^gj = 00 0' 3", cos 4^(3) • • 0,0000000. 

Es wird also schon cos 4^0(3) bei 7 Decimalstellen der Einheit 
gleich. Ferner ergiebt sich: 

cos^g^Ö 9,9312306.0 

cos^^öo ...9,9967680.2 

cos^Jö^,, ..9,9999940.0 



tgi$" 9,6172243.0 
cos i$ • • 9,9656153.0 

*?'t^ 1 • • 9,2344486.0 



:)-' 



^ 9,9279926.2 

^ .0,1961198.7 



• K 0,2681272.5 

£"= 1,8540747. 
Man sieht aus diesem Beispiele, dass man meistens nur 
wenige Factoren des unendlichen Products (19) zu berechnen 
braucht, indem man nur drei derselben bedarf, wenn Je den 
Mittelwerth j/^ hat. 

In derselben Wgise kann man nun auch ein beliebiges ^ 
elliptisches Integral/berechnen. Mit Anwendung der Legendre- / f-^^U» 
scheu Bezeichnung hat man nämlich aus (17) J 

F(<Poyh) = — 2~^ F (9^00 > *oo) y 



1 + Ä; 
und erhält daher durch Multiplication aller dieser Gleichungen : 

j., j, (l+fco)(l+A:oo) (1+M j^,, j . 

Geht man aber nun 'zur Grenze tnr n = 00 über, so ist, weil 
Km A^(„) = ist , 

lim F(^q)(n)9 *(«)) = lim g)(n). 
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Setzt man ausserdem für das unendliche Product 

(1 + i-o) (1 + i-o.) • • • • • 
seinen aus (19) folgenden Werth — , so erhält man 

Zur successiven Berechnung der Winkel 9)q, 9^^, • • • • g?(«) 
dienen die Gleichungen (16). Dieselben zeigen zugleich, dass, 
wenn man diese Berechnung so weit fortgesetzt hat, dass 
innerhalb der angenommenen Näherungsgrenze //(«_i) von 1 
nicht mehr verschieden ist, g?(n) — ^ g)(n_i) = 9)(n_i), ako 
g)^^j = 2g)(n--i) wird. * Folglich ist dann auch 

y(n) ^ ^ y(n-l) ^ ^(n-l) . <P(«+1) ^ ^y(n)^y(n)^y(n-l) 

u. s. f. Demnach behält von da ab d^s Verhältniss — ^ stets 

2'» 

denselben Werth, wie gross man auch n nehmen mag, so- 
dass dieses Verhältniss sich wirklich einem Grenzwerthe 
nähert, den es erreicht, wenn 4%) = 1 geworden ist. 

Um auch die Berechnung von F (g), H) an einem Bei- 
spiele zu zeigen, wollen wir dorn Modul Iz wieder denselben 
Werth \/)i wie vorhin geben und 9 = 30® annehmen. Dann 
ergiebt sich aus den früheren Zahlen zunächst 

— . . . 0,0.720073.8 , 
femer 



Ä' = cos 9 • 


• . 9,8494850.0 


Ä'o = cos «0 • 


• • 9,9935118.0 


^•'00 = cos «00 • 


• 9,9999878.9 


Ä'(3) = cos 9(3) • 


• . 0,0000000.0 



sodass für ^i = 3 die Grenze erreicht ist. Die Berechnung 
der Winkel 9o; 9^oo> ^' s. w. nach den Gleichungen (16) steht 
nun so: 



g)=300 

tgg).- -9,7614394.0 

Ä;'-.. 9,8494850.0 

tg(g>o-9>)-- 9,6109244.0 

9)o-9=220l2'27';66 

90=520 11'27'; 56 



g)o=520 12'27';56 9üo=1040 0'0'; 14 

tg <pü • . • 0, 1 104374.9 tg gjoo • • • 0,6032276.5^ 

^•'oo-- 9,9999878.9 
tg(qP(3)g^oo) •0,6032155. 4„ 



Ä'o" 9,9935118.0 
tg(g>oo-9o)- -0,1039492.9 



9oo-9o =51047'32';58 | g)(3)-qPoo=1040 0' l';40 
(^^ == 1040 0' 0", 14 g)^3^ = 20800' 1'; 54. 
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Da nun it(3)= 1 ist, so wird schon g)(4) = 29(3), und folg- 
lich ist ^ der gesuchte Grenzwerth ^^ = i (208» 0' l';54) 

= 26« 0' 0'; 19 = 93800'; 19. Diesen Winkel muss man zu- 
nächst in Längenmass ausdrücken, indem man ihn mit der 
Zahl 206264,8 dividirt, deren Logarithmus 5,3144251.3 ist. 
Dann ist 

93600'; 19... 4,97 12767.0 

206264, 8 -...5,3144251.3 

9^6568515.7 

. 0,07201^73.8 

F(g),Ä;).. 9,7288589.5 
F{tp, h) = 0,5356221 , für g) = 30« und h = j/'^. 
Die vorige Betrachtung führt auch zu einer Methode, 
um aus einem gegebenen Argument u und einem gegebenen 
Modul h den Werth von. am (u, k) zu berechnen. Setzt man 
nämlich F (9?, ä) = u, so ist 9? = am (m. Je), Man berechne 
daher zuerst aus k den zugehörigen Werth von K und die 
Reihe der Moduln Äqj ^00» * * ' ' ^(»)> sowie die ihrer Comple- 
mente, A'^,, J'^q, •••• k\n). Dann findet man zugleich die 
Zahl n, für welche innerhalb der angenommenen Näherungs- 
grenze k\n) = 1 ist. Für diesen Werth von n und zugleich 
auch für jeden grösseren hat man die Gleichung 

aus welcher sich 

2« ^w 

ergiebt. Alsdann berechne man successive die Winkel g)(n— i)) 
(Pin—2) ' ' ' ' <PoQj (Po^ 9> aus den Gleichungen 

sin {2(p(n-l) — <Pin)) = k{n) SIU tpin), 

sin(29?(„_2) — g)(n-i))== ik(n-i) sin q){n-i), 



' sin (29,, — 9oj,) = /jyo sin ^„o, 

sin (2 9? — (p^^) ^ /to sin (p^^, 
welche durch fortgesetzte Transformation aus der Gleichung (7) 
entstehen, und gelangt so zuletzt zu 9, welches der gesuchte 
Werth von am {u, k) ist. 
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204 Abschn. XI. Die Landen'sche Transformation. § 51. 

Diese Vorschrift gilt zunächst nur für den Fall, dass u 
kleiner als K ist. Im entgegengesetzten Falle kommt man 
aber eben so leicht an's Ziel, denn da nach § 7 die Gleichungen 

am (2hK +v) = h7t + amv 

bestehen, so setze man 

u = 2hK -{- V oder u = 2hK — t;, 

je nachdem das grösste in u enthaltene Vielfache von K ein 
gerades, 2hK, oder ein ungerades, (2h — 1) K, ist. In bei- 
den Fällen ist dann v < K^ und man kann nach der vorigen 
Methode am v bereclmen. Sodann erhält man im ersten Falle 

am u = hjt -\- am v 
und im zweiten 

amu = h'jc — am t? .*) 

§ 5i: 

Die im § 49 gefundenen Relatiouen 

7 c y K'Q 1 f £ r IC 

zeigen, dass Jcq zu k in derselben Beziehung steht, wie Ic zu k'^. 
Bezeichnet man nun mit Xq , A', k\ solche Werthe, die aus einem 



*J Die successive Transformation der elliptischen Integrale rührt 
von Lagrange her, der sie in der Abhandlung: „Sur une nouvelle 
methode de calcul integral pour les differentielles affectees d'un radi- 
cal carre sous lequel la variable ne passe pas le quatrieme degre. 
Mämoires de Tacademie ä Turin. 1784. 1785. Tome IL** aufstellte. 
Die späteren Ausführunge;n Legendre'a finden sich in den Exercises 
von p. 81 an und im TÄte. Chap. XVII. und XIX. Unter den im 
3. Bande der Exercises und im zweiten des Trait^ gegebenen Tafeln 
mögen folgende namhaft gemacht werden: 

Tafel I enthält die Werthe von Log K und Log E, _ 

- 11 - - : - 2^(<p,Ki)und^,(9,KI). 

- III - - Logarithmen von Äq, ifcoo» ©tc. für ein gegebe- 

nes ^•, und von h\, ^•'oo> etc. für ein gegebenes k\ 

- VIII enthält 1) die Werthe von F (45", Ä:) und E^ (45", ^•); % die 

Werthe von K und E. 

- IX enthält mit doppeltem Eingange die Werthe von F (qp, fc) 

und El (g?, k). 
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Modul k ebenso entstehen wie respective Ä^, k', h\ aus hy und 
setzt dann 

]c\ = A, so ist Icq = A', V = Aq, Z; = A'q, • • (20) 
denn es ist 
z. t/1 7/ 2 7/1 32 1' . Ä-' ^ ^^*> LitA 11. 3 . 

'^ ~ i+'ko ~ r+~ r — '^ • 

Stellt man daher die Reihen der Moduln und ihrer Comple- 
mente auf: 

^y Ky h^y *(«) * * * ' Grenze 0, 1 ^ .g^. 

*'; *'o; ^'00» hn) Grenze 1 , J * ^ '^ 

so nimmt die letztere in der Weise zu, dass jedes Glied aus 
seinem vorhergehenden auf dieselbe Weise entsteht, wie in 
der ersteren Reihe jedes Glied aus dem ihm folgenden. 

Schreibt man nun in der Gleichung (8) für den Augen- 
blick k statt hy sodass dieselbe heisst 





J ^ (<P, ^) 


2 ,JJi 


>o, ^0) 


und setzt in 


derselben 






also auch nach (20) k^ = h\ 


SO erhält 


man 







2 jj 




dcpo 




(qp,/j') 


oder weil 


1+*' 

2 


1 


• 


ist, 


~ 1 + ^'o 







Bezeichnet man nun die den Moduln Ic, h\, ä'qq, u. s. w. zu- 
gehörigen vollständigen Integrale respective mit K'y K\, K\^, 

u. s. w., so ist, weil für 9? = ^ , (p^ = % wird, 
(1 + h,) K\ = 2K', 
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206 Abschn. XL Die Landen'sche Transformation. § 52. 

und da jede zwei auf einander folgende Moduln in der näm- 
lichen Beziehung stehen, auch 

(1 + Ä;(3)) K\3) = 2K oo> 



( 1 + *(«)) ^\n) = 2K\n-l). 

Die Multiplication aller dieser Gleichungen liefert 

(1 + *o) (1 + Ä^oo) • • • • (1 + h«)) ^',„= 2"^'. 
Lässt man dann n unendlich g^oss werden, so ist zwar, weil 
lim k\n) =1 ist, lim K\n) =^ cx>*), aber für den Grenzwerth 

jS:' 
des Verhältnisses — ^ ergiebt sich 

]hn'^= ^' 

_nK' 

§ 52. 

Die beiden Reihen von Moduln (21) können nun auch 
nach der entgegengesetzten Seite fortgesetzt werden; bildet 
man nämlich die Moduln \j\t \' - - '\ l^\y Je' 2, fc'^ • • • • 
mittelst der Gleichungen 

ff X IC -j f 1 ^— A/ J y / * 1 ~— Ä'2 

^i=r+^'- ^2 = 1 + ^^; '^'3 = r+x^^ 

so erhält man die beiden Reihen 

kn, • • • • A3, fC.2, tC^y fCy Jc^^j a:„q, %), • • • • ]i{n)f 
IC nt * ' * ' ^ 3 > '»' 2 9 ^ 1 ^ "^ ^ ^' ? " 00 ; ^ (3); • • • '. "^ («) > 

in welchen jede zwei auf einander folgende Glieder in der 
nämlichen Beziehung stehen, und zwar jede zwei auf ein- 
ander folgende der unteren Reihe in der umgekehrten Be- 
ziehung, wie irgend zwei auf einander folgende der oberen 
Reihe. Zwischen den vier Grössen k, /t, , Je, h\ bestehen 
daher auch die Gleichungen 

*) Siehe S. 17. 
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207 



k = 



1 - //, 
l + k\> 

1 +Z; 



Z' _*~* 



^2 _ 



~k, 



k' 

"yk\' 



1 1^ 7/ 2 Ä'i 2 y fc f 



(22) 



Vk 

Da nun also A*, Ä^p fc, • • • • Ä;« in derselben Weise fortschreiten, 
wie ¥, h\y fc'oo • • • • h\n)^ und 

Z«' Z-' V .... Z' 
ebenso wie 



/t-, h, 



0> ^00 > 



i*(n), 



SO folgt, dass auch 

lim Ä;„ =i 1 und lim h\ = 
sein wird, wenn man n unendlich gross werden lässt. 

In ähnlicher Weise kann man auch die Reihe der Winkel 
9^; 9o; 9^00» ■ • • • ^^^^ der entgegengesetzten Seite fortsetzen, 



indem man die Glieder folgender Reihe: 



9^(n); 



(23) 



9^«? • • ■ • 9^3; 9>2; 9^1; 9>> ^o) 9^00? 
mittelst der Gleichungen 

sin (29?, — 9?) = i sin 9, tg (9 — (p^) = h\ tg 9,,| 
sin (2^2 — 9^1) = *i sin 9?!, tg (9), — 92) = ^^'2 tg 9^2; J 

etc. etc. 

bildet. Da nun die Moduln k\y lc\j - • zur Null conver- 
giren, so wird in der Grenze 9?n=9?n— 1, während also die 
Winkel 9),^, 9)qq, etc. in der Weise zunehmen, dass 9?(„) immer 
mehr = 29?(„_i) zu werden strebt, nehmen die Winkel 9?,, 
9)2» etc. so ab, dass 9?« immer mehr = 9?«_i*zu werden strebt. 
Ausserdem aber besteht zwischen 9?^ und 9?, und ebenso auch 
bei allen folgenden Paaren, die nämliche Beziehung, wie zwi- 
schen 9) und 9?Q, so dass auch, wenn 9?^ = - ist, 9) = jt 

wird. Endlich hat man auch zwischen den Integralen die 
der Gleichung (8) entsprechende Gleichung 



z/(qp,,Ä;,) 






l'-) 



(24) 



.G 
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Setzt man nun zuerst, wie im vorigen §, h\ an die Stelle 
von h, so tritt h' an die Stelle von h^ , folglieh hat mau auch 

? d<Pi _ l+hj / dg> 

^ 

Bezeichnet man dann die den Moduln fej , fc^ , • • • • Ä-„ ; h\ , 
it'j, • • • • ifc'„ zugehörigen Werthe von K mit K^, K^^ - " - Kn ; 

K^ , K\j • • • Kny so erhält man, wenn man tp^ = |-, also 

(p = % setzt, 

j:' = (i + ä',)ü:'„ 

und dann ebenso 

K\ = (1 + Ä-V, ^'2, K\ = (1 + ft'3) K\, .... 
jr,_x = (1 + Ä;'„) Kn, 
folglich 

K=(l + Ä'O (1 + h\) .... (1 + h\) K\. 
Nun ist 



n 



lim fc'„ = 0, lim Jf'« = y , 
also 
(25) . lim (1 + l\) (1 + F,) • . • • (1 + Ä'„) = ?f . 



Aus 


(24) folgt ferner, weil 

i + fc 1 
2 — i + F, 






ist, 








(26) • 


• ■ (' + »-.)/. ."^-G-/: 


dqi 




Hv,^) 




Mithin ist auch 






(1+^.) 


K,-'iK;(\ + h;)K,-2Ec,- 


.(l+Ä'„)Z-„= 


=22r„_, 


und 








<27) • (1 + Ä;',) (1 + fc',) . . . . (1 + Ä'„ 


).JS:, = 2''K. 




Nun ist 










lim hn = Ij lim JäT« = 


= 00; 




dagegen 








(28) . 


2» ~(iH-fc'.)U + «-'»^--- 


• ~ 2Ä'' 
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Endlich kann man die Gleichung (26) noch benutzen, 
um durch fortgesetztes Vei^ossern des Moduls das elliptische 
Integral zu berechnen. Da nämlich dann der Modul in der 
Grenze gleich 1 wird, so hört auch dann das elliptische 
Integral auf, ein solches zu sein, vielmehr wird für Ä: = 1, 
zitp s= cos 9, mithin 

^ (9» =^^3^^ = i log f±^ = log tg (450 + i „). 

Schreibt man nun die Gleichung (26) in der Legendre'schen 

Bezeichnung und setzt die Transformation fort, so erhält man 

F(,q>,h) ^il+k\)F{fp„Jc,) 



F {<pn-l, K-l) = (1 + k'n) F (9., *,), 

und daraus durch Multiplication 
F (9. k) = {l + k\) (1 + Ä',) . ■ • . (1 + k'n) F (,)„ *,). 

Hat man dann die Transformation so weit fortgesetzt, dass 
innerhalb der angenommenen Nähemngsgrenze k^ = l ge- 
worden ist, so ist 

i^(9'.,*«) = log ig (450 + ^9.), 
und daher, mit Berücksichtigung von (25), 

■2^(9,*) = ^Iogtg(45<' + i9'-) • • • (29) 

Die successive Berechnung des Winkels y« geschieht mittelst 

der Gleichungen 

sin (2(pi — (p) = ifc sin g) 

sin {2(p2 — 9?i) = Ä| sin 9?,, etc. 

Um endlich auch die Moduln ij, Sj, etc. leicht aus k finden 
zu können, setze man ä = tg^ ^ 1/, dann wird, weil 

ist, 

man setze dann aufs neue Ici = sin iy = tg^ ^ rji , dann wird 
k^ = sin 1^, , u. s. w. 

Dnröge, eUipt. Functionen 3. Aufl. 14 
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Diese Methode ist besonders dann anwendbar, wenn der 
gegebene Modul Ä von 1 wenig verschieden ist, in welchem 
Falle die frühere Methode eine weitläufigere Rechnung er- 
fordern würde. Um hiefür ein Beispiel zu geben, sei h «= 

sin 89« 9,9999338 und 9 = 30^ Dann zeigt ein leichter 

Ueberschlag, dass bis auf 7 Decimalstellen schon äJj = 1 ist. 
Die Berechnung von ^^ steht nun so: 

sin 9? . • • 9,6989700 
jfc..." 9,9999338 
sin (29?i — g)) . . . 9,6989038 
29, — 9? = 29« 59' 41 ",84 
2 g), = 59 59 41,84 
^ g), = 14 59 55,46 
45« + ^ 91 = 59 59 55,46 . 

In der Gleichung (29) kommt der natürliche Logarithmus 
von tg (45« + i 9i) vor; um daher den Briggischen Logarithmus 
einzuführen, muss man mit dem Modul M des Briggischen 
Logarithmensystems dividiren. Es ist aber 

M= 0,434294481 9,6377842.8, 

und dann 

^ , , . 2jr Brigg- Log. tg (450 + i (p^) 
^ (9^' '^) = -^ M 

Die Berechnung von K' ist in diesem Falle sehr leicht. Denn 

da V = cos 89« = sin 1« = sin ö ist, so wird schon cos ^ ^o = ^ 

und daher 

— = ^ ^ 1 
n cos^ i Ö cos* 30' ' 

— 0,0000330. 

Hiemit steht die fernere Rechnung so: 

Brigg. Log. tg (45« + ^ 9,) = 0,2385385.4 

Brigg. Log. tg (45« + i 9,) • • • 9,3775585.4 

Compl. If . . . . 0,3622157.2 

— 0,0000330.0 



Fi(p,k)--- 9,7398072.6. 
Mithin 

F (<p, h) = 0,5492970, für 9 = 30» und h = sin 89«. 
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§ 53. 

Legendre*) hat auch einen Naherungswerth für Z" finden 
gelehrt, wenn k sehr nahe an 1^ £" also eine sehr grosse 
Zahl ist. Da nämlich Jcn und Jc\n) zur 1 convergiren, so kann 
man sich die Aufgabe stellen, Kn oder K(n) für grosse Werthe 
von n zu bestimmen. Dabei ist nun zu bemerken^ dass, 
wenn n so gross ist^ dass man innerhalb einer angenommenen 
Näherungsgrenze ife» oder 1c\n) der Eins gleich setzen kann, 
darum k\ und k^n) noch nicht verschwindend klein anzunehmen 
sind; denn diese Werthe verhalten sich wie Sinus und Cosinus; 
ist der Sinus aber eine kleine Grösse der ersten Ordnung, so 
ist der zugehörige Cosinus um eine kleine Grösse der zweiten 
Ordnung von Eins verschieden. Wir können also annehmen, 
dass zwar kn gleich 1 gesetzt, ¥» aber nicht vernachlässigt 
werden darf. Alsdann ist 






Da aber wegen der Gleichung (24) 

9n "Pn-^-l 






ist, so erhält man auch 

Vnfl 

am 









worin noch der Werth von ^n+i für 9„ = y zu bestimmen 
ist. Nun ist aber wegen (23) 

tg (9« — 9«+i) = *«+i ^g ^'n+l. 
Setzt man darin g)„ = ^, so wird tg (g)„ — g)«+i) = 



folglich 

tg 9«+i = Vu—y 

^ '^ n+l 

*) Legendre, Exercices I. § 72 ff. Traitä I. Chap. XIX. 

14* 
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212 Abschn. XI. Die Landen^sche Transfonnation. § 53. 

mithin erhält man 



*-+» l + sinarctg^yi 



arc 

u "^ 1 — 8in arc tg 1/ -,, — 

oder, da Bin arc ig/^,^-^ = ^^^^ ist, 

iT, = ^ log !Vl+Z^= _^ log ^]+^+l 

= f + ,r log ^;;^^;^ 

Nun war schon angenommen, dass Jcn = l sei. Aus den 
Formeln (22) folgt aber 

Der Zähler des vorigen Ausdrucks ist also gleich 4 zu setzen, 
und dann ist 

Kn = i log p^ = log -7W=-' 

Femer ist (22) 

mithin 

Demnach ist nun auch 

^{n) = log jT— , 

oder etwas anders ausgesprochen: Ist h so klein, dass inner- 
halb der angenommenen Näherungsgrenze k' nicht mehr von 1 
verschieden ist, so ist mit derselben Annäherung 

^' = logf 
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Es ist nun leicht zu sehen, wie man dies auch zur Be- 
rechnung von K für grössere Werthe von Tz benutzen kann. 
Denn nimmt man n so gross an, dass A;„ e= l zu setzen ist, 
so erhält man aus (27) mit Benutzung des eben gefundenen 
Werthes von JE«: 

2'« 

oder weil dann 1 + Ä'n+i = 1, also mit derselben Annäherung 
auch 

ZU setzen ist, 

2ir ^''^F" OTT ß"««-I^^&r 

WO M wie vorhin den Modulus des Briggischen Logarithmen- 
systems bedeutet. 

Nehmen wir z.. B. für h denselben Werth wie im vorigen §, 
nämlich 

Ä; = sin89% 
so ist, wie dort erwähnt, ifc, = 1, also n == 1. Setzt man aber 
h' = sin Ö, so wird Tz\ = tg2 \ $, also hier Jc\ = tg^ (0» 30'). 
Man hat nun 

tg (0« 30') . . . 7,9408584.0 

k\'" 5,8817168.0 

4 . . . 0,6020599.9 

Brigg. Log. ^ = 4,7203431.9 
Brigg. Log. j^ . . . 0,6739735.7 

— ••• 0,0000330.0 

CompLJf-. 0,3622157 .2 
Compl. 2 • • • 9,6989700.0 

K 0,735192^ 

K = 5,4349087. 
Vertauscht man in der vorigen Formel Ä mit Ä;', so er- 



also 
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hält mau auch eine Formel, die zur Berechnung von K für 
kleine Werthe von A dienlich ist, nämlich 

Brigg. Log. r- 
(31) .... K = ^-^ J, 

in welcher nun n so gross anzunehmen ist, dass Ä'(n) = 1 ge- 
setzt werden kann. 



Zwölfter Abschnitt. 

Entwickelung der elliptischen Functionen in Factoren- 
folgen. 

§54. 

Wir haben gesehen, dass zwei aufeinanderfolgende Winkel 
9? und 9?o uii^er andern auch durch die Gleichung (11) § 49 
verbunden sind: 

(l + ^*') sin qp cos op 

Führen wir darin statt der Winkel fp^ und g?, die Winkel 9) 
und 9?^ und also auch die zugehörigen Moduln Iz^ und H^ ein 
(siehe § 52), so ist 



(1) . . . . sin 9) a» 



(1 + k' i) sin qpi 008 qp< 
ii/(yi,Ä;iJ 



; 



welche Gleichung sich auch durch Umformung der Gleichungen 

sin (2^?! — 9?) = Ä sin 9, tg (9? — fp^ = H^ tg 9, 
ergiebt. Es war ferner (26) § 52 



und 
mithin 



I dqpi 1 + Ä; / d(p 



K, 



1 I ^ _ ^ _« -n^l 

^ i- ^ — 1 +1-, — K ' 
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Setzt man nun 



so wird 






Ferner 

q) z:= am (m, k) , g)^ = am {u^ , k^) = am ( -^ UykA . 

Setzt man diese Werthe in (1) hinein, so erhält man 

sin am (^ u, k^ cos am (—. «, Ä,) 
sin am (u, Ä) = (1 + k\) V2l_L_^!£ Z. 

Da aber allgemein 

cos am (Vfki) . / i -e^ t \ 

ist, so hat man auch 

cos am ( r^ t*, Ä;, ) ,v v / xr \ 
^fi--\^Äuam{^u-\-K,^^^ 

und folglieh 

sin am (m, ifc) = (1 +A;',) sin am ^^ sin am ( 2-4(w+2jr) j . . (2) 

(Mod. Ä,). 

Diese Formel, welche in der Trigonometrie ihr Analogon 
in der bekannten Gleichung 

sin 9? = 2 sin -^ 9) • sin ^ (9? + %) 

findet, lehrt, dass man den Sinus der Amplitude in ein Pro- 
duct zweier Amplitudensinus verwandeln kann, so, dass der 
Modul der letzteren der vergrösserte Modul k^ ist. Füi einen 
schon beliebig vergrösserten Modul Ä„ und das Argument v 
wird daher auch sein 

sin am(t;, Ä„) = (l +*'n+i) sin am ^^v sin am |— ^ (i; + 2Ä«)} 

n n 

(Mod. kn+i). 

Indem man diese Gleichung auf jeden in der Gleichung (2) 
enthaltenen Factor anwendet, und dies so oft als man will 
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wiederholt, gelangt mau dazu, sin am u in Faetoren zu zer- 
fallen. Man erhält nämlich nun 

sinam(|^, *i) = (^ + ^'2) sin «^ ^ • f^ 

X sin am j^^ gj + 2^,)! (Med. k,) 

=:^ {l -{-k' 2) ain am ^^aiü am :^-^(u-\- 4 K) (Mod. Äij), 

sin am j§ (« + 2K), Ä;, j = (1 + k\) sin am ^^ (« + 2K) 

X sin am ^^ (^g (u + 2 JST) + 2 JT.) (Mod. ft,). 
Hier ist das letzte Argument gleich 

weil aber 

sin, am {v, Zjj) = sin am {2K^ — Vj ^2) 

ist, so kann man, ohne den Werth von sin am zu ändern, 
dieses Argument von 2K2 abziehen, und erhält dann 

mithin 

sin am j.§ (« + 2K), h^\ = (1 + h\) sin am ^ (2K-{- u) 

X sin am ^-^ {2K — u) (Mod. ifcj)« 
Setzt man nun diese Werthe in (2) hinein ^ so erhält man 
|in am (w, Ä) = (1 + Jc\) (1 + 1c\y sin am ^ 

IC IC 

X sin am ^^ (2Z' + tO sin am -y^{AK-\-u) (Mod. Jkj)) 

worin das doppelte Zeichen für zwei Faetoren, einen mit dem 
oberen^ den anderen mit dem unteren Zeichen^ der Kürze wegen 
geschrieben ist. 

Jetzt zerfalle man aufs Neue jeden Amplitudensinus in 
zwei Faetoren. Schreiben wir nur die Argumente der letzte- 
ren hin, so erhalten wir 
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ausd. 1»« Factor 1) ^, 2) ^^ (^ -f- 2 K^ , 

aus dem 2*«" und »^ K. ,mr , \ -ax K. ( K, .^.tt i \ , »jr\ 
3*0» Factor 3) .jrl:(2ü:±«), A)-^l^[:^^j^{2K+u)-\-2K,), 

aus d. 4*«Factor 5) ^{4.K^u), 6) ^^^(^(4Z +«) +2^:3). 

Es ist nun 

2)=Ä(«+8^); A)==^{\OK±uy, 6) =^^(125:+«). 

Zieht man aber die beiden letzten Argumente von 2 £3 ab, 
wodurch Sinus Amplitude unverändert bleibt, weil Jkg der 
neue Modul ist, so werden sie 

und da nun jeder der vier Factoren in dem Ausdrucke (3) 
den Coefficienten (1 + Ä'3) liefert, so giebt die neue Ent- 
wickelung: 

sin am (w, ifc) == (1 + Ä'j) (1 + ^'2)^ (^ + ^'s)^ sin am —^ 
X sin am ^^ (2 Z" + m) sin am ^-^ (4 JST + u) 

TT V 

X sin am ^j-^ {6 K + u) sin am ^^ (SZ" + u) (Mod. A3). 

Hiedurch ist das Gesetz der Fortschreitung klar, und man 
erhält allgemein: 

K u K , K 

X sin am -^ sin am — ^ (2 £"4- w) sin am -—^ (4:K+u) 

K K i (4) 

X sin am ^ (6 Jf+M)... sin am^[(2'» — 2) JST+w] 

X sin am -^ i^K + w) (Mod. Ä„). 

Denkt man sich nun diese Entwickelung bis ins Un- 
endliche fortgesetzt, so wird in der Grenze ä« = 1 v *'n = 0. 
Wir werden den alsdann entstehenden Werth des Coefficienten 
der Entwickelung später besonders bestimmen und bezeichnen 
ihn vorläufig mit Ä^ setzen also 

^' = (1 + y,) (1 + n^Y (i + ^'s)^ (1 + ^'4)" • • • • 
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Dass die Pactoren dieses Products zur Grenze 1 convergiren, 
erhellt daraus, dass man hat 

1 + ^'n = 1 _j_ ^^^^ , 

welcher Ausdruck sich um so mehr der Eins nähert, je mehr 
Tcn—i dies thut. 

Auch die Pactoren der Entwickelung (4) convergiren zur 
Eins. Um dies einzusehen, bemerke man, dass das Argument 
des letzten Pactors sich schreiben lässt 

Da nun der Modul A;„ ist, so ist 

Sin am (k. + ^j = -j^^ (Mod. K). 

Wird dann in der Grenze ifc« == 1, so ist cos = z/, mithin 
der letzte Factor = 1. 

Den Grenzwerth des in allen Argumenten der Ent- 

Wickelung (4) vorkommenden Pactors -^ haben wir § 52 

A JH. 

ermittelt; es ist nämlich (28) 

lim--^ = -— . 
2''K 2IC 

Demnach erhält man aus (4) für n = oo, wenn man den 
letzten Parctor, der sich in der Grenze der Einheit gleich er- 
geben hat, als überflüssig fortlässt, 

sin am (u^k) = A sin am ^ (Mod. 1) 

><8mam;^{2K-^u)smam^(4:K-\-u)smam^{6K-\'U)''' 

Xsmam^f{2K—u)smam^^{4:K—u)8inam^L{6K—'U)"' 

oder, wenn man sich zur Bezeichnung eines Products des 
Zeichens 11 in ähnlicher Weise bedient, wie ji^s Zeichen 2J 
zur Bezeichnung einer Summe angewendet wird, nämlich 

CX) 

1 
setzt, 
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CX) 



sin am (m, h) = J.' sin am |^^ J[*/ sin am^^ (2hK-\- u) 



(Mod. 1) 



X sin am ^ (2hK — w). 



(5) 



Dieser Ausdruck ist nun einer weiteren Entwickelung fähig, 
da die elliptischen Functionen für den Werth 1 des Moduls 
in Exponentialfunctionen übergehen. Nach § 4 ist nämlich 



sin am (v, 1) = 



e^' + e- 



Demnach ist in (5) 



'2K' 



sm am 2^=^^ 



e^^' + e 



am' 
2K' 



hnK _ nu 



sin am ^^ (2ä Ä" + u) = 



hnK nu _hnK _ nu* 



la dem letzteren Ausdrucke führen wir die für die ganze 
Theorie der Entwickelung der elliptischen Functionen überaus 
wichtigen Grössen q^ und ^ ein. Jacobi setzte nämlich*) 



rtJC 



i 



q =e 



iT 



(6) 



Dann wird 



sin am ^ (2hK ± ^) = ~ 



, nu _ nu 



, nu _ nu ^ 



sin am ^ {2hK + m) sin am ^ {2hK — u) 



,'-V^_g'*e - g 



nu 

2IC '— A 



e 2*'_g.Ag2A- 



^—h^K-^g-hg SK- g^hg 2JC_^g'hgiK- 



^iz!l+l 



2Ä 



f nu nu\ 

Ae^ + e "^'7 



/— 2A 



+ ä'" + 



(AM .^Jf\ 



*) Jacobi, Fundamenta nova. § 35. 
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Verwandelt man aber die Exponentialfunctionen in trigono- 
metrische mit imaginären Variablen, indem 

'—— = — i tg iv\ e* 4" ^~^ = 2,cos iv ' 



ist, so erhält man 



sm am 



2K 



^ = * tg 



2T 



(7) 



sin am ^^, (2hK + u) sin am ~» (2hK — u) 
(Mod. 1) . 






1 — 



r^ C06- 



~w 



/4A 



l + 2g'^*co8^+g^ 



Endlich führe man auch auf der linken Seite der Gleichung (5) 
iu statt u ein, dann erhält man, weil nach den Formeln (12) 
des § 8 

sin am (Uy Je) =^ — i tg am {iu, ¥) 

ist, mit Weglassung des auf beiden Seiten gemeinschaftlichen 
Factors — i, 



i^am{iu,h') = A'tg^p[ 



po i_2g'«»cos^ + g'** 



1 + 23^'* cos ^^ + 5'*'^ 



K' 



Setzt man nun noch u statt iu und zugleich auch h statt k\ 
wodurch K' in K, Kin K' und, wie die Formeln (6) zeigen, 
q in q übergeht, bezeichnet ferner mit Ä die Grösse, in 
welche die ebenfalls nur von ifc' abhängige Grösse A' dann 
übergeht; setzt man also 

(8) ^ = (1 + K) (1 + h^Y (l + Ä,3,y (1 + Ä,4,)«' , 



SO erhält man tg am u in folgendes unendliche Product ent- 
wickelt : 
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nu TT ^—2^* 



cos -^ + i 



Ah 






1 - 22« cos ^^ + 2* 



X 



X 



1 + 2g« cos ^ + q' 
1 — 2g* cos -^r- + g® 
1 + 2g* cos -^- + g** 

l-2g«co8-''^- + 3^' 
1 + 2g^ cos -^ 



6 ''^** I 12 



(9) 



§ 55. 

Die Grossen g und q' sind im Allgemeinen sehr kleine 
Grössen, sodass das vorstehende unendliche Product sehr 
rasch convergirt. Es hat keine Schwierigkeit^ sie aus den 
Formeln (6) zu berechnen. Denn man erhält 

logg=~Ä^-, logg'=-7r;^. 

Bezeichnet also M den Modulus des Briggischen Logarithmen- 
systems ^ so ist 
Brigg. Log. 2 = — Mjt ~ ; Brigg. Log. g = — Mit ^, • 

Ausserdem erhält man q' aus q oder umgekehrt, da sich leicht 
die Relation 



log q log q = ä\ 



(10) 



ergiebt. Für den Mittelwerth k = y^ ist k = k', also auch 
K •= K', folglich dann 

Brigg. Log. 2 = — Mn. 



Nun ist 



« •••0,4971498.7 

4f ■ • • 9,6377842 .8 

Mit- . 0,1349341.5 

Brigg. Log. g = — 1,3643762.6 

== 8,6356237.4 

2 = 0,0432138. 



I 

L 



Digitized by VjOOQlC 






222 Abschn. XII. Entwickelung d. ellipt. Funct. in Factorenfolgen. § 55. 

Al§o für Tc = }/^ ist Ci ungefähr = ^ . Bildet man die ver- 
schiedenen Potenzen dieses Mittel werths von g, so ergieht sich: 
g2. . . 7,2712474.8=0,0018674, ^s. . . 3,1781187.0=0,0000001.5, 
^3. . .5,9068712.2=0,0000807, g^- • • 1,8 137424.4 =0,(J000000.0. 
g* . . . 4,5424949.6=0,0000035, 

Daraus geht hervor, dass für h = j/^ der dritte Factor in 
der Entwickelung (9) schon keinen Einfluss mehr auf die 
7*^ Decimale hat. 

Eine Methode, q unmittelbar aus Je zu berechnen, erhält 
man auf folgendem Wege. Wir haben § 53 (31) eine Relation 
zwischen K und K' kennen gelernt, nämlich die folgende: 

welche desto richtiger ist, je grösser n angenommen wird, 
und für w = oo vollkommen genau ist. Daraus folgt 

1 -ü. 
folglich ist 



= f] 



^ ""'^ 16 



Um nun diesen Ausdruck aus dem Modul herzuleiten, setzen 
wir zur Abkürzung ^g-T' = *; und wenn wir von Ä zu äJq, Zjqq, 
etc. fortschreiten, 

Da nun ifc'(n) in der Grenze 1 ist und zwar eher diese Grenze 
erreicht, als k^n) verschwindet, so ist auch 



Ä-2 



2y— 
, mithin q = y ^^ 



und es kommt nun darauf an, tf(„) aus tf zu berechnen. Nun 
ist aber: 



1 ~~ fC £ Kq 



n 7. ■< 7V o 7. 



i + h^ r 
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mithin wird 

r~{i'-k^)(l + ko) "" k'% ' '*''''' 16 k' 4k\ 

Daraus folgt femer 

" "" 16 k\ 

Dividirt man dieses aber durch (J^? so erhält man zwischen 
d und 8q die Relation 

Daraus folgt successive: 

f^ (n) ^ 00 

*«« = /¥, also ^^ = f^|r, 



A^ (3) "^ (3) 



«»^L. 



<J.«-i, = /^. also|/d„_, = r# 

'^ (n) '^ (n 

Multiplicirt man diese Gleichungen, so kommt 
S^ 1^ ^ 

i/W i/W V^ ^i/W 



folglich 
oder 



« = iIf (^'o)^(*'oo)*(*'(3)7(^''(4)y'" 



^ {(Ä'o)*(^'oo)^*w*(*(4)y'^ )' 



§ 56. 

Aus der Entwickelung (9) leitet sich nun zuerst ein un- 
endliches Product für z/ am u ab, wenn man u -j-iK' statt u 
setzt, weil nämlich (§ 10 S. 29) 
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ieam(u-{-iK') = ^ 

ist. Bequemer aber wird diese Umfonnung, wenn man von 
der Formel (5) ausgeht, darin zaerst u-i- K statt «i , und 
dann u for in nnd i tur V setzt, wodurch man dasselbe 
Resultat erhalt. Setzt man also in (5) «i -{- IT for u, so 
kommt, weil 

ist, 

ex? 
cosaiRtf ., . ir(i#+Ä')77r. irr(2*+l)Ä'+«] 

1 

X smam— *^^ — ^, ^ (Mod. 1). 

Nun stellt 2A — 1 die Zahlen 1, 3, 5, 7, 9, etc. nnd 
2A + 1 die Zahlen 3, 5, 7, 9, etc. dar. 
Bemerkt man daher, dass der ausserhalb des Zeichens 11 
stehende Factor sin am — ^^^ — - gerade der in der zweiten 

Reihe fehlende ist, so kann man diesen unter das Zeichen 77 
stellen, wenn man unter demselben 2h — 1 statt 2h -^^ 1 
setzt. Folglich ist 

oo 



(") 



cosam« A^lTf • nU2h — \)K+u] 



^^ii^ = ^l"l »^"''^ 2^^ 

1 

X sm am —^ ^, (Mod. 1 ). 

Alsdann aber unterscheidet sich das unter 77 stehende Pro- 
duct von dem in Gleichung (7) umgeformten nur dadurch, 
dass '2h — 1 an die Stelle Yon 2h getreten ist. Setzt* man 
also in (7) nur 2h ^ l statt statt 2h und also auch Ah — 2 
statt Ahj so erhält man 

sm am —^ ^^j — ' — ^ sm am —^ ^^, (Mod. 1) 






FOhrt man nun auch auf der linken Seite der Gleichung (11) 
iu ein, indem man nach § 8 hat: 
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cos am (w. Je) = r- — r^ ; ^ «w (w, k) = ,. .,. , 

^ ' ^ cos am (tt*, Ä: ) ' ^ ' ^ • cosaw (it*, ^-)' 

woraus 

coB am {u^ Je) 1 



Jam{u, Je) d am [i u , Je') 

folgt; so erhält man aus (11) 

und, wenn man nun statt iu^ Je', K\ q^ Ä resp. w, Je, K, q, A 
setzt und die Brüche umkehrt, 

oo 1 + 23**-» cos ^^+a"-* 
z/ am (m , Ä) = 4 /*/ ^^ ('2) 

1 1+2^008 -y+a" l + 2g* cos -y+g 



4 l-2gco8^ + a« i_24»cos^ + ä'' 
1+23» cos ^+3" 



l-23*cos^+3»<' 

Wir kennen jetzt Entwickelungen für tg am u und z/ amu. 
Daraus ergeben sich sofort auch Entwickelungen für sin am u 
und cosamii. Erinnert man sich nämlich der im § 10 be- 
merkten Eigenschaft, dass die Functionen sin amu und ^ amu 
für dieselben Werthe von u unendlich gross werden, so weiss 
man, dass diese beiden -Functionen bis auf einen von u un- 
abhängigen Factor denselben Nenner haben müssen. Da aber 
femer sin am u und tg am u für dieselben Werthe von u Null 
werden , so müssen sin am u und tg am u bis auf einen con- 
stauten Factor denselben Zähler haben. Folglich hat sin dm u 
denselben Zähler wie tg am u und denselben Nenner wie 
^amu. Bezeichnet also B eine neue, später zu bestim- 
mende Grösse, welche nur von Je abhängig, von u aber un- 
abhängig ist, so hat man sofort: 

oo i_ 23»* cos ^+3" 

8ina»»(M,Ä)=Bsin^/»/ ,- -(13) 

' 2^V l-23**-'cos«^ + 9"-* 

Daröge, ellipt Functionen. 3. Aufl. 15 
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und weil ferner 

sin am u 

COS am u = -r 

tgamu 

ist, 

(14)- • cosam M,*) = -7-008 r^ /*l — - — 

§57. 

Wir schreiten jetzt zur Bestimmung der Constanten A 
und B. Diese geschieht dadurch, dass man für u specielle 
Werthe in die Formeln (12), (13), (14) einsetzt, nämlich die 
Werthe 0, K und K + iK\ Dadurch werden sich dann zu- 
gleich wichtige Relationen zwischen k, K und q ergeben. 

Setzt man zuerst w == 0, so folgt 
aus (13) 1) = 0, 

...(14) 2,l_-^(^i±il,)', 



1 



1\2 



aus (12), 3)l=4-^(i±|;-:^;) 

Femer f ür w = Z" folgt 

aus (13) • 4) 1 = 5 ^ (jii£,)V 

ans (14) 5)0=0, 

aus (12) 6)*'=iH(r:^M- 

Setzt man endlich u = K •■\- iK'y so bemerke man zuerst die 

§ 10 abgeleiteten Formeln 

1 k' 

sin am (K + iK) = y , cos am {K + iE') = — i -jr-, 

z/ am (JST + iE') = 0. 
Femer hat man die Werthe der in (13), (14), (12) vorkommen- 
den Ausdrücke sin ^ , cos ^ , 2 cos ^ für u ^== K -^^ iK' 
zu ermitteln. 
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Es ist aber 
sm 2 jj. _ sm ^- + -^^j = cos -^ 

_ -1 — 3 
2cos -(^+*^U 2co8(« + ^) 2C03?^' 

Dadurch wird 

1 - 22«» cos ^ + 3** = 1 + ä«*-l (1 + g2^ + g4A 

1 + 2<?«* cos ^ + 3** = 1 _ 2«» - 1 (1 + g2) ^ g4» 

= 1 — 2«*-! — g2A+l _f. g,4A „ (1 _ j«A_l) (1 _ gih + l-)^ 
1 + 22»*-» cos ^ + 2**-» -= 1 _ 2«A-2 (1 + g2) 4. 24»_2 

= 1 _ 22»-2 _ g2* _,_ gik-i = (1 _ 22A-2) (1 _ j2»)^ 
1 _ 222»-l cos ^ + 2<*-2 = 1 -f 22A-2 (1 _J. j2) _|_ g4*-S 

= 1 4- 2«*-« + 2«* -(- 2**-» = (1 + 2**-») (1 + 2**), 
und folglich: 

aus (13) 7) 1 - 7?l+jff (1 + g'*-^) (1 + g^*+') 
aus (14) 8)-zf f ^- -V- g nr (^ - g'*"') (1 - '/'*+^) 



00 



2*\ 



aus (12) 9) 0= J-fT C-g'^-'Xi-g'^ 

In 7) unterscheiden sich die beiden Factoren (1 + 2**-*) und 
(1 + 2**+*) nur dadurch, dass letzterer den Factor 1 + 2 



16« 
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nicht enthält. Dieser steht aber vor dem Zeichen 77, also 
kann man den Zähler schreiben 

oo 

im Nenner ist für 7t = 1, (1 + g^*— 2) = 2; setzt man diesen 
Factor heraus, so werden die beiden Factoren ebenfalls gleich, 
und der Nenner lässt sich sehreiben 

TT (1 + 2")' 






Da nun dieselben umstände auch in 8) stattfinden, so hat man 



^11 Vi + g2Ä ;, 



8)t 



9) = 0, 
letzteres, weil der Factor 1 — g2Ä-2 für ä = 1 verschwindet. 
Ehe wir hieraus die Werthe von Ä und B bestimmen, 
wollen wir die scheinbar identischen Relationen 1), 5), 9) 
näher untersuchen. In den rechten Seiten der Gleichungen 
(13), (14), (12) verschwindet nämlich jedesmal nur ein einziger 

Factor, und zwar in (13) sin |^ für w == 0, in (14) cos ^ 

für u = K, und, wie wir eben sahen, in (12) der dem 

Werthe Ä = 1 entsprechende Factor (1 + 2g cos ^ + Q^) 

für u= K -{- iK\ Dividiren wir also mit diesen Factoren, 
so erhalten wir rechts Ausdrücke, die von verschieden sind, 

und links Ausdrücke von der Form -, deren Werthe wir be- 
stimmen können. Auf diese Weise ergiebt sich zunächst 

aus (13) 



aus (14) 



1) 


sin am u 

. TtU 


5) 


COS am w 


J'''^- _ 



w = 



1 



Ä 
" 1 
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d amu 



aus (12) 9) 



l + 2grco8^ + gr« 



_a=Ä^+t^' 



OO 



%(l~3«)llVi+3W' 
die letztere Gleichung, weil den obigen Bemerkungen zufolge 

OO OO 

2^(1 + g2A-2) (1 + 22A) = 2 2^ (1 + q^^)\ und 



1 

OO 



25'ö - 2"-') (1-3"J = (1 - «') (1-3*) (1 -ä") (1-2*)- 

(l-2*)(l-3«)(l-28). 

OO 



ist. Um nun die linker Hand stehenden Werthe zu bestimmen, 
differentiire man im Zähler und Nenner nach w, so kommt 



am am u 



[ 

Fcos am u 
nu 



2K 

COS am u 



w = 



C08 am u J amu 



n 



n u 



2K 

n 



u = 



u=K _ 



— sin am u J amu 



n . nu 



21c' K 



J amu 



l + 2gcos^ + 2« 



_u=K+iK' 



k* sin am u cos am u 



u=K+iIC 



Tc K 



it (1 - 2«) 
Der letztere Werth ergiebt sich folgendermassen. Es ist 

sin -^^ — -rr = siii (^ H g- ) = — sin —g-- 



K 



( nie _?L^\ 



ii(?-i-a) = 



2q 



Setzt man diesen Werth nebst den Werthen sin am {K-\-iK) 

1 k' 

= ^und cos am (K -j- iK) •= — i Y ein, so ergiebt sich 
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Obiges. Hienach ist nun das vollständige Tableau der 9 
Formeln folgendes: 



1) 

2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 
8) 
9) 



2K 

n 



2fc' 












+ 3^' 






-) 



-) 






+ 3*' 






2» - 1.2 



L — ^-TJ /i+X_V 






B 

^ 



+ 1 



4^2-*-' (l 

2A;'g_ jl_ TT- ( \ — i^ \ 



3^* 



■)■ 



Daraus ergiebt sich: 






5 

.1 



2Ä — 1\2 



A ll\i + ^h-ij 



gh— U 2 



also: 






^-J7(^±ir^r - 



_2^3 
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l=JT(if^) 



+ a^* ; Vk 



i-JT(l^)-^- 



Ferner aber 



?=n(iiF)"( 

lÄ — Iv 2 / 



2ÄKg: 



2ä;'ä: 



na 



-m 



„2 h 



-^ 






- 2 






7» V Z 



+ qV 



(16) 



weil nämlich 2h — 1 alle ungeraden, und 2Ä alle geraden, 
beide zusammen also alle ganzen Zahlen darstellen. In 
sämmtliehen Producten sind für h alle' ganzen Zahlen von 

1 bis oo zu setzen. Die Formel -j- = j/h' hätte man auch 

unmittelbar aus dem Ausdrucke (8) § 54 

^ = (1 + *o) (1 + *0d)' (1 + *(3))* (1 + Ä(4))« . • • • 

ableiten können. Setzt man nämlich nach § 49 S. 193 



k\ 



(3) 



1 + *«=^, 1 + ^00 = ^^, l + *<«> = KF;i 



, etc., 



so wird 






k'% *'*(») *'V) 



«5 00 ^ I 



(3) 



Es hebt sich daher jeder Zähler gegen den folgenden 
Nenner auf, und da die Zähler zur Grenze Eins convergiren, 
so wird 

Die obigen Formeln enthalten interessante Beziehungen 
zwischen lc,'K und q, und zwar geben die folgenden drei 
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unmittelbare Ausdrücke für fc, Je und X durch g allein. Die 
erste derselben kann auch zur indirecten Berechnung von q 
unmittelbar aus k dienen. Schreibt man nämlich diese 
Formel so: 

SO sieht man^ dasS; wenn man zuerst in dem unendlichen 
Product die kleine Grösse q ganz vernachlässigt, — als der 

erste Näherungswerth von q zu betrachten ist, mit welchem 
man die Rechnung durchzuführen und dann dieselbe so lange 
zu wiederholen hat, bis der resultirende Werth von q keine 
Aenderung mehr erleidet. Wenn it > j/^ ist, so kann man 
auch zuerst q berechnen nach der Formel 

welche sich aus der vorigen durch Vertauschjing von 7c, q 
mit Jc\ q' ergiebt, und dann q nach der Formel 

log q log q' = ;r^ oder Brigg. Log. q = Srig^^Log. ?' 

Ausser diesen Formeln wird auch noch die Formel 

sich in der Folge als wichtig erweisen. 

Nach Bestimmung der Constanten haben wir nun voll- 
ständig*): 

(18) sin amu = -; - - sm jr^ i^l — , 



*) Jacobi, Fundamenta nova. p. 88. 
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00_ 1 + 22^*008^+3*" 

nu 
~K 



COS am te= Ji ^ cos — ■*' 






OO l+2g2Ä-lco8^ + 2^*-2 



^amu=j/WTJ -^^ . • . (18. b) 



-1- i-2g2Ä-ico8^ + 2^^-2 



Dreizehnter Abschnitt. 

Entwickelung der elliptischen Functionen in Reihen. 

§ 58. 

Um aus der vorstehenden Entwickelung der elliptischen 
Functionen in unendliche Producte Entwickelungen in un- 
endliche Reihen abzuleiten, bedient man sich mit Vortheil 
des Mittels der logarithmischen Differentiation. Nun ist aber 

d log sin am u cos am u J amu Tc cos am u , ^ qv 

cos am (K^u) ' ^ ' 

sin am u 



du 


sin am u < 


d log cos am u 


sin amu J amu 


du 


cos amu 


d log J amu 


k^ sin am u cos am u 


du 


J amu 



. ■"""^'' , ,(19.a) 
Bmam[K—u)' "^ ^ 



= — Ä^ sin am M sin am (^ — u). • • (19. b) 

Wenn man daher die obigen unendlichen Producte unmittel- 
bar durch den Logarithmus hindurch differentiirt, so erhält 
mau nicht sowohl Reihen für die einfachen elliptischen 
Functionen selbst, als vielmehr für Combinationen dersel- 
ben. Man kann aber solche Ausdrücke bilden, welche loga- 
rithmisch diflferentiirt zu den einfachen Functionen führen. 
Solche sind: 

/l — sin am u , /l — cos am u -j/ 1 — J am u ^ ^ H20\ 
1 + sin am u ' r 1 -f cos am w ' f* l-\-Jamu' '^ ^ 
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Es ist Dämlich: 

(9\ \ ^ {} l/^ — ^^" ^"^ ^\ 1 ^ ^^^ (1 — sin am u) 

^ ' du\ ®f l + sin am uj^"^ du 

, d log (1 + süi öim u) 

~ * du 

^ fcosamuJamu. coaamuJamu \ 
^ \ 1 — 6ia am u 1 + sin am w / 

cos am uJ am u Jamu 

~ cos' am u cos am w 

'--' = r^ — r= — eosec am (K-u) , 

sin am (Z-t*) ^ ' * 



/o| v J^fi t/ i — cos am^ \ smamuJamu_ damu 

^ ' ^ du\ °f 1 + cos amw/ sin'amw sinamu 

= rir — : = Ä' sec am (K u) , 

cos am (Ji—w) ^ ^' 

/oi i-\ <i A T/l — Jamu\ A:' sin am tt cos am tt ^ ._ _, 

(21.b) ^( logl^ , , ^ 1 -- — 7^-^-j =cotgamu 

^ ^ du\ °r 1 + ^amt*/ Ä;^sin*amt* ° 

-- Ä' t g am {K— u) . 
Man erhält also zunächst Reihen für die Functionen 

-. rf^ r , T^F : , tff am (K — u) . 

sm am {K — u)^ cos am (if — u j ' ° ^ ^ 

Setzt man in diesen K — u statt u, so gehen sie, abgesehen 
von den constanten Coefficienten, über in 

1 1 



sm am u ' cos am 



-, ig am u. 



Setzt man darin aufs neue u -{- iK' statt w, so wird man 
nach den Formeln des § 10 auf 

sin am u 1 / x^ n 1 

sm am u. —: . oder cos am (K — u), —. 

^ äamu ^ ^' Jamu 

geführt, und wenn man noch einmal K — u statt u setzt, auf 
sin am {K - u), cos am u, j^^^^:-^ ) ' 

Endlich erhält man auch J amu, wenn man in cotg am u 
u -}- iK' statt u setzt. 

Um nun aber nach diesem Schema verfahren zu können, 
müssen zuerst die Ausdrücke (20) in Factoren zerlegt wer- 
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den, damit man sie nach den Formeln (18) in unendliche 
Producte entwickeln kann. 

Aus den Formeln 21) und 22) des §.30 folgt durch 
Division 

1 — Bin am (u -\- v) (cos amv — sin amu d am v)* 

1 + sin o,m (m + t?) (cos am w + sin amv d amuf ' 

und wenn man darin v ^=u setzt und dann u statt 2uy also 
auch ^u statt u schreibt, 



1 — sin am 



u / cos am \u — sin am \u J am ^u V 

u \C08 am ^t* + sin am ^u J am \u) 



1 + sin am 1 

(cos am 4u . , ^ 
—: f sm am \u 
A am^'kJi, 
cos am 4t£ , . , 
—-: f y sm am At* ^ 

m/ \ — ein am ^ sin am (^ w + JE") — sin am \u 

r 1 + sin om w sin am (^m + ä) + sin am \m 

Wendet man alsdann hierauf die aus den Formeln 4) und 5) 
des § 30 folgende Relation 

sin am (a? + y) — sin am (x — y) sin am y cos am x J am x 

sin am {x-\-y) + sin am (x — y) sin am x cos amy J amy 

an, indem man 

setzt, so erhält man 

■j/ l — sin am u sin am ^.gcos am ^{u + K) J am ^ {u + K) 

y 1 + ßin am u sin am ^{u -\- K) cos am ^K J am \K ' 

und weil nach § 10 

tg am ^K=y -Yy ^ ötm ^K=^j/¥ 
ist, 

|f/ l — sin am u 1 cos ami(u + K) J am^ju^ K ) ^ .™\ 

f 1 + sin am u If sin am -J (w + Z^) * ^ ^ 

In ähnlicher Weise erhält man aus 25) und 26) § 30 

1 — cos am (u + ^) / sin am u J am v -{-Bin amv J am u V 

1 + cos am{U'\'V) \ cos am u -f cos am f J ^ 
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und wenn man darin v = u und dann ^u statt u setzt, 

,no\ l/^~~ ^^^ ci^nu sin am \u J am \u 

^ ^ ' f i + cos awtt C08 am |tt 

Endlich erhält man aus 27) und 28) § 30 

1 — d am (u + «) fe* sin* (am u + am v) 

1 + ^ aw (w + t?) 7~ (J am u + J am v)* ' 

also ebenso wie vorhin auch 



,f^.. . ^/l — d amu Ar sin am ^u cos am ^u 

(^4) ' - • y Y+d~ämü J am^u 

Die in den Formeln (22), (23), (24) enthaltenen Ausdrücke 
sind nun nach den Gleichungen (18) leicht zu bilden. Zuerst 
erhält man 

..^ 1 + 232*-* cos ^ 
cos am u J amu 7, . nu 7T^ K 



smamu "" - - i - 23"- cos '^ + 3« 

i + 2g** cos '^ + 2** 
X ± 

l_2(i«*cos^ + 3** ' 

und da die Symbole 2h— 1 und 2h vereint alle ganzen Zah- 
len, die Symbole 4Ä — 2 und 4Ä vereint aber alle geraden 
Zahlen darstellen, 

nr-^ 1 + 22* cos ^+3«* 



sin am w ^2K±± ^ ^ * ««* • ^ä 

-^ 1 — 23* cos -g: +2^^* 

Darin hat man der Gleichung (22) gemäss ^ (w + K) statt u 
zu setzen, dann ist 

^ ®''' 2K 
n(u4-K) (n , nu\ . «w 

^«« ^^$- = <>«« U + äxj = - «'° 22' 
also erhält man 
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/• 



1 + Bin am u 



■V 



iK 






u 






(25) 



Ebenso ergiebt sich ferner aus (23) und (24) in Verbindung 
mit (18) 



y 1 + cos am «* % ^K L 1 



l-2< 






,4* 



+ 22«" COS -"-" + 3** 



1 + 23' 



,27.-1 



"°*2^+ä 



l-23**-^co8|^^+3**-' 



(25.a) 



/- 



1 — ^ am t* 
1 + ^ aw tt 



= 2/,-sinSJrj 



- cos 11+3- 



1 - 23«* 



nu , Ah— 2 



X 



l + 2g'\cos-^^+a'' 



'''^'co^l^+a'^- 



1 + 22' 



(25.b) 



Nach diesen Vorbereitungen kann man nun aus den un- 
endlichen Producten durch logarithmische Differentiation 
Reihen ableiten, und zwar auf doppelte Weise. Nimmt man 
nämlich auf beiden Seiten die Logarithmen und differentiirt 
alsdann ; so erhält man eine Entwickelung in Partialbrüche 
ähnlich den im § 35 der „Pundamenta" unter 6) und 7) ge- 
gebenen Entwickelungen, die man auch durch directe Zer- 
legung der unendlichen Producte in Partialbrüche erhalten 
kann. Dies auszuführen, nehmen wir hier Abstand. Da- 
gegen werden wir eine zweite Art näher erörtern, die darin 
besteht, dass man, wenn man die Logarithmen auf beiden 
Seiten genommen hat, zuerst diese in ihre Reihen auflöst 
und dann differentiirt. Dabei werden wir aber, da die aus- 
zuführenden Operationen sich in ähnlicher Weise bei den ver- 
schiedenen Functionen wiederholen, nur einige derselben wirk- 
lich entwickeln. Diese Entwickelungen mögen dann als Muster 
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für die übrigen in den ^^Fundamenten'^ gegebenen Formeln 
dienen. Zuerst behandeln wir die zweite der Gleichungen 
(18) und (19). Nimmt man in (18.a) auf beiden Seiten den 
Logarithmus^ so erhalt man 



(26) 



log cos amu==^ log 



— ^^ + l0gC0S25 



nu 



Vk 



+ ^ log (1 + 22" cos ~ + q"-) 

oo 
— 2 log (1 - 28**-* cos -^ + 2**-«) . 



Setzt man zur Abkürzung 



so ist 



KW 

äff' 



X, 



2 cos ^ = e*'» + e-«'*, 



1 + 22" cos ^ + 3** = 1 + 2" {f*' + c-«'«) + 2** 

= (1 + 2** e***) (1 + 2"e-*'*), 

1 _ 22"-*cos^ + 2**-*=l— 2"-V +'e-»'«) + 2«*-« 

== (1 — 2"-* ^*') (1 — 2**~' e-*"), 
folglich 

log (1 + 22** cos ^ + 2**) 

= log (1 + 2** e*") + log (l + 2**e-**"'), 

log (1 — 22"-' cos ^ + 2**-*) 

= log (1 — 2**-' c«'"*) + log (1 — 2**-' c- *'■')• 
Entwickelt man nun die Logarithmen in Reihen, indem man hat 
\og{\ ^ s) == z - \ 8- + \ z^ — \ ^ -\ 

log (1-5)^ (^+^;S2_}.|^+^^ +....), 

so wird 

log (1 + «'* ^") 

log(l + 22*e-«'*) 
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und folglich 

log (1 + 22«^ cos ^ + q^^) 

= 2g^* cos2a?— |g^* co84ir+|g®*cos6a:— |2®*cos8a;-j 

Setzt man jetzt für h alle ganzen Zahlen von 1 bis oo und 
nimmt die Summe, so erhält man^ weil 

1 

ist^ 



oo 



2 log (1 + 2'* cos ^+. 3*') 

— i-gt^^^ K 2(l-g«) '^^^'^ ä: +3(l-a«) ^^^'^ K 

£benso ist 

log (1 — g»*-i ^i") 



(27) 



log(l 



r,2Ä-l 



e-2.>) . 



0, 



folglich 

log (1 — 222A-1 cos ^ + 2^A-2) 

= — (2g2A-icos2;r+fg*A-2cos4Ä;+|g«*-3eos6Ä;-| ), 

und daher 

CX) 

^^\o^[\ — 222A-1 COS ^ + g**"2) 



9ru 



2 3« 



2g3 



Vereinigt man nun je zwei entsprechende Glieder dieser Reihe 
und der Reihe (27), so ist 

ag' j_ 2g _ 2g (1 + q) _ 2g 



1 -- ^2 T- i::r^2 



i~g« 



2 g* , 2 g» ^^ 2 g« (1 ~g') 

'2(l-g»)"*"2(l-g*)"" 



1-g 
2g« 



2g^ 



2g^ 



2(l-g') 2(l + g«j' 

2gni + g^) 2g^ 



3(l-g6) • 3(l-g«) 3(l-g«) 3 (1-g')' 

2g^ . 2g* 2g< (1 -• g<) 2g^ 

" 4 (1 - g*^) "•" 4 (1 - g^) — 4 (1 - t) "^ 4 (1 •+ g»)' 
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u. s. w., und folglich erhält man 
<x> 
^ log (1 + 2g" cos ^ + 3^*) 

1 



- >A log (1 - 2g2Ä-i cos ^ + g*A-2) = __^ cos 



9' 



+ 2 (1 + 2*) ^^^^ Ä- +3 (1 - q^)^^^"^ K +4(1 +g*) ^^^^ K + 
und wenn man dies in (26) substituirt, 



4 






log COS amu = log -^^ + log cos ^x'^l-q ^^^ ~K 

+ 2(1+2«)^^®"^ ir+3(i-g3)COS(5^+^^^_l_^,^cos4^ i ) 

Diflferentiirt man nun diese Gleichung nach u mit Benutzung 
der Gleichung (19. a), so erhält man 

n , nu ,#7r( q . ww , g* . o'cw 

> .ina>»(ir-«) ; +l4'«'"^¥ + ffe«''^4'f+ ••••}**) 

Aus dieser und. ähnlichen Formeln gehen durch Einsetzen 

specieller Werthe die im § 40 der „Fundamental gegebenen 

Reihen hervor, von denen wieder nur zwei als Muster ab- 

geleitet werden mögen. Setzt man in vorstehender Reihe w = — , 

so wird die linke Seite = 1 , femer wird dann 



(28) 



008 am u 
^mamu 



, nu 1 . nu i . o nu r^ . q nu ^ 

tg 2^ = 1 , Sin -g- = 1 , sin 2 -g. = 0, sm 3 ^ = — 1, 

nu ri ' a ^^ 

^ = 0, smö-^ 



sin 4 ^^ = 0, sm 5 -^= 1 , u. s. w. 



also ergiebt sich 

(29) »^_I+4{J5-j4+ji-.-ji, + ....l~.) 

Von Wichtigkeit ist es auch, eine Reihe für i'^) zu 

besitzen. Diese ergiebt sich, wenn man (28) noch einmal 
nach u differentiirt. Dann erhält man 



•) Vgl. Fundamenta. § 39. 7) 
••) Fund. § 39. 12) 
***) Fund. § 40. 4) 
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J'amu + k'tg'amu- ^^'j^yi-^-^ + 8 [jl- cos ^ 



(-) 



und wenn man darin w = setzt. 

In der nämlichen Weise lassen sich auch die übrigen im 
§ 40 der ,,Fundamenta" gegebenen Reihen ableiten, worauf 
wir nicht näher eingehen; yielraehr gehen wir nun dazu über, 
die einfachen elliptischen Functionen in Reihen zu entwickeln, 
wobei die Rechnung in zwei Beispielen vollständig durch- 
geführt werden soll. 

§ 59. 

Wir schreiten zuerst zur Entwickelung der Gleichung (25) 
des vorigen §, welche uns, wie das daselbst aufgestellte Schema 
zeigt, zuletzt auf sin am u führen wird. Setzen wir wieder 
zur Abkürzung 

und nehmen in (25) auf beiden Seiten die Logarithmen, so 
ergiebt sich 



log/; 



— Bin am u 



+ 8inamt«=i^*'«(l-"°^)-i^^»0+^^"^) 



20. i o^ .; L „24 



-t- Zj^'^l + i^ smx'+ /"" 



(31) 



Nun ist aber, da 2 sin aj = — i (e** — e-") ist, 

. 1 - 2g* Bina ; + g«* _ , 1 + V' («^ - e"'') + g'* 
" 1+23* sin « + 3^ "l-i^'ie" -6-") + ^'' 

° (i - »3* e«) (1 + ig" «-") ** 1 -ig* e''^ ^ 1 +ig* e" 

Entwickelt man jetzt die Logarithmen nach den B'ormeln 

log [i^ = + 2 { ^ + i^3 + 1^5 +....} , 

*) Fund. § 40. 8). 
Dardge, ellipt. Functionen. 3. Aufl. 16 
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SO erhält man 
l + i/e* 



log 



1 - i^ c*^ 
1 + ig'e- 



log^-*^^ 



und folglich 

^ l + 23*8ina:+g^* 

==— 4{2*sina;— J^g^*sin3:r+|3^*sin5a;— fg^*sin7ic-| }, 

und wenn man die^Summe für h von 1 bis ex? nimmt, 



oo 



1 — 2g^ sina? — g^* 



4 {j^ sin x-^ij^, sin 3a:+ ^^^ sin 5a; } 

Substituirt man dies in (31), so ergiebt sich 

*^« / ! + sin amu ° ^ *^« (^ " ^^^ ^) "" ^ '^8 (^ + '^° ^^ 
-4|j4^sina:— i^sin3ir+^jf-,sin5^ }• 

Differentiirt man jetzt nach Uy indem man bemerkt ^ dass 

dx = 2^ du 
ist, so erhält man mit Rücksicht auf (21) 

— -—^ — ^ + r-^cos^-r4r«cos3--- 

iK 



(32) 



sin am {K- u) " 2K] nu"^ 1-q ^"^ 2K 1-g» *^"'* *^ 2ä: 

Für w = ergiebt sich daraus wieder die Gleichung (29). 
Setzt man hingegen K — u statt u, so folgt 



•) Fund. § 39. 14). 
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=o i>^ f- 7--— Sin -^ + -—--» Sin 3 ^7^ 

, 40* ' f'Tcu , \ *) 



(33) 



Aus dieser Reihe ergiebt sich die für sin am u, wenn 
man u + iK' für u setzt, da nach § 10 

. -f — i-^jyTz = Je sin amu • • • • (34) 

8in am {u + iK) ^ ^ 



ist. Nun ist 
sm — 



[ Tt{tu — K ') n (tu - K')'] 



K 



oder, wenn man q = e und x = ^^ einführt, 



2K 

Vg. e"_ 



3r (u + tÄ" ) " 



Bin 



2^ 



1 — g C 



.2ta; 



Entwickelt man diesen Ausdruck in eine Reihe nach der 
Formel 

so erhält man 



sm 






2K 



+ »^2^«"' + 



(35) 



Die übrigen Glieder der Reihe (33) sind, wenn n eine un- 
gerade Zahl bedeutet, von der Form 

42« 



nu 

^ Sin w 

^ 1 — 2** 2K 



Setzt man hier auch u -}- iK' statt w, so ist 



*) Fund. § 39. 18). 



16* 
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D'emnach 

Schreibt man aber die Reihe (35) in folgender Form 

"T^v+T^ -^M'ir^-g) ^ "^ i~g~^ "^ 

si» 2K 

"i T^!^ ^ "T J ' 

in welcher alle Glieder von der Form 

sind^ so sieht man, dass das erste Glied dieses Ausdrucks 
sich gegen das erste Glied des Ausdrucks (36) forthebt und 
das übrig bleibende die Form 

_ 2i -i^ (e--^ - e- -•^) = ^- sin nx 

annimmt. Da nun för n alle ungeraden Zahlen zu setzen 
sind, so erhält man mit Rücksicht auf (34) aus (33) 



(37) 






§60. 

Ausser den vorigen Reihen wollen wir nur noch die Reibe 
für J amu ableiten. Diese geht aus der Entwickelung der 
Gleichung (25. b) hervor. Wegen (21. b) erhält man näm- 
lich daraus durch die logarithmische Differentiation cotg am u, 
und dann^ indem man u -^ iK' für u setzt, ^ am u. 

Nimmt man in der Gleichung (25. b) auf beiden Seiten 
den Logarithmus ; so erhält man 

*) Fund. § 39. 19). 
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- log(l - 2g2A-i cos ^+ 2*^-2) 

- log (1 + 2g2A-l cos ^]^ + g^A-2)} . 



Setzt mau zur Abkürzung wieder r-^ = a; , so wird 



2K 



nu 



und dann 
log/[ 



— z/ amu 



2cos2^=e*«+e-«*, 
log 2^/3 + log sin X 



(38) 



+ ^ am t* 

+ log (1 + 3«* e'*) 4- log (1 + «ä** e^'') 

— log (1 — 3«*-* C*) — log (l — 3"-» c-<») 

— log (1 +3?*-'c") — log (1 + 32*- Iß-.«)} . 
Entwickelt man jetzt die sämmtliclieu Logarithmen in Beihen 
nach den Formeln 

logO-;.) 3i^'' 



1 
00 



1 

SO ist 

log (1 — g^Ä g,-;r) ^ log (1 __ g2A g- .x) 



00 



2 T ^'^^ (^'' + ^^''') ' 



log (1 + g2A eio;) _|. log (1 ^ g2A g-.x) 



00 j^ 



log (1 — g^A-i e«^) — log (1 — q 



2h — \ p-ix\ 
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246 Abschn. XIII. Entwickelang d. ellipt. Fanctionen in Reihen. § 60. 
— log (1 + g2*- i 0') — Ibg (I + g2A-i e-'*) 

1 
Addirt man diese Gleichungen, so heben sich alle Glieder, 
bei welchen A ungerade Zahlen sind, auf, und alle Glieder, 
bei welchen A gerade Zahlen sind, kommen doppelt vor; die 
übrigbleibenden geben daher, wenn man die Exponential- 
grossen zugleich in Cosinus verwandelt, 

— Y 3^^* cos ^^ + T 2^^'*""^ cos Aic, 

worin für A alle geraden Zahlen von 2 an zu setzen sind. 
Setzt man daher A s= 2n, so sind für n alle ganzen Zahlen 
von 1 an zu setzen, und die Summe obiger 8 Logarithmen 
liefert: 

j!2^,(-2*-* + ^)cos2«x=j!^1^2*-*co82«x, 

wovon der Gleichung (38) gemäss die Summe in Bezug auf 
% von 1 bis oo zu nehmen ist. Da nun 

ist, so erhält man, wenn man die Summation in Bezug auf h 
ausführt, 

>n^i v^ ^— T-cos2wa;= >lr ^— ^ cos 2wa:, 



1 



1 



und demgemäss ist 



= log 2 ^2 + tog sin a; + 4 j^ j-^, cos 2a; + ^ j-^ cos 4a; 



Differentiirt man diese Gleichung nach m, indem 

«^^ = O 
ist, so erhält man wegen (21. b) 



dx=^^^du 
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cotg aw w = ^ jcotg a? — 4 ^2 — ~-^ sin 2nx\ 

1 "• ^ 



oder 



coiga^«=^jcoi«^J-^siny-j^.sin2-; 






(39) 



2K 



Xf so er- 



In dieser Gleichung hat man u -{- iK für u zu setzen, 
um J am u zu erhalten ; denn nach § 10 ist 

cotg am {u -\- iK) = ^ i J amu. 

Setzt man also ^ ^K — °^ ^' ^°^ 
hält man 

1 

Nun ist 



i J amu = ^ jcotg iCi — 4^ ^ sin 2na?,l. (40) 

1 »^ -* 



^1 — 2X'*""2ir' 



2ir 



folglich 

sin2wÄ;i=— ii(e»*»'*— c-2«*'*0=— i*(g^e2««*-— i^e-2"»*) 

i^ sin 2nx. = + 2i ("-^ c«»** ?V c-2««*^ 

und 

— 4 'S« ^ »^ sin 2na?« 
^1 + 2«« » 



= + 2^'|r(rT?^^^^ 



(41) 



Ferner ist 



cotff :r« = — * ' ^ — == — % — i-i — 
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und weil 

1 

ist, 

!CX) \ 

1 + 22g;«e2»«*|, 

oder auch 



cot 



= - T + ' 2 r:fT« ^" " + ' 2 r . ^- 



-\-a^ 



Addirt man nun dieses zu (41), um den Ausdruck (40) her- 
zustellen ^ so hebt sich das Glied 

fort, und man erhält mit Fortlassung des beiden Seiten ge- 
meinschaftlichen Factors — i: 

^«"•»-iifi' + iTji '""-g + T+lf. "^2-j- 

. +l¥^«-3i"+....|.). 

Diese Reihe hat noch besondere Wichtigkeit dadurch, 
dass man aus ihr durch Integration eine Reihe für am u ab- 
leiten kann. Denn da 

d am u 



= z/ am u 

du 



ist, so erhält man 
*) Fund. § 39. 25). 
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am u =r^ ci'ni u du. 



Demnach ergiebt sich 



amu^ 



7CU . 2q 



+ a' 



~K 



sm -^ + 



2 g» 



2 (1 + 2*) 



sin 2 



+ ■ 



2g^ 



Sin 3 -^ + 



(43) 



Fig. 2. 




Diese Reihe bestätigt die in § 7 gemachten Bemerkungen 
über die Beschaffenheit der Function am u. Sie besteht näm- 
lich aus einem mit u proportional wachsen- 
den Gliede |^, welches die durch die 

Puhkte Ä, JBf C, etc. hindurchgehende 
Gerade darstellt, und einem periodischen 
Theile, durch welchen bewirkt wird, dass 
die Curve für am u sich wellenförmig um die erwähnte Ge- 
rade schlingt. 

§ 61. 

Durch Rechnungen, welche den im Vorigen ausgeführten 
sehr ähnlich sind, können nun nach Anleitung des S. 234 
aufgestellten Schema's auch die übrigen elliptischen Functionen 
in Reihen entwickelt werden^*). Wir übergehen diese Rech- 
nungen und stellen nur die wichtigsten Reihen in Folgendem 
zusammen: 



sin am u = 



2kK h-q ®^^ 2K "^ 1 -^3 



sin 3 



7tU 

2K 






*) Fund. § 39. 24). 

**) Die directesten Methoden der Reihenentwickelung für die 
elliptischen Functionen liefert die Theorie der Functionen complexer 
Variablen. Wir verweisen in dieser Beziehung auf Briot et Bouquet, 
Theorie des fonctions doublement periodiques, und L. Königsberger ^ 
Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Functionen. Ausserdem 
hat SMömüch eine directe Art der Entwickelung gegeben, welche auf 
einer Anwendung der Reihen von Lagrange und Fourier auf Functionen 
mit complexem Argument beruht (Ueber einige allgemeine Reihen- 
entwickelungen und deren Anwendung auf die elliptischen Functionen. 
1854. Abhandlungen der k. sächs. Akademie der Wissensch. Bd. 4). 
Vgl. auch Schlömüch, Compendium der höheren Analysis. Bd. 2. 




/ 
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C08 am « = -^j^^ I j-j^ cos ^ + -_^^, cos 3 ^^ 

,42» o «* I 



tg am u = 



WK 






sru 



■!, 



•!. 



40* 



4g« 



-j^sin3¥+-...}. 






2 g« 



2(1 + g*) 



rxsm2 



2 g» 



Bin am u 



2^ 



. 3(l + ge)«^3^+. 
^ I *3 «:« *** 1 45* • Q «** 
»2^ 



2Jf 



^g* sin »i — 4- 



cos am u 



2k' K { «« 
'«»"IX 



4g TTtt , 4g' 



COS 3 



2E: 



^co«5|^ + 



i + a' 



^ am 



1 ?_ll __i£_ 

imu ~2*'i:r 1 + g» 






I ^9* o w 



4g» 



! + «• 



COS 



35f+....j, 

4g« . Q «« ( 
^— sm 3 -gr • • - J . 






l + g«' 

Zur Ermittelung des Werthes von q für einen gegebenen 
Modul k existiren bereits Tafeln; eine kleinere hat Jacdbi 
der im 26^° Bande des Crelle'schen Journals enthaltenen 
Abhandlung: „Zur Theorie der elliptischen Functionen'* 
beigefügt; eine ausgedehntere Tafel für g enthält die erste 
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Lieferung von MeisseVs Sammlung mathematischer Tafeln 
(Iserlohn 1860)*). 

Ein ausgezeichnetes Hülfsmittel zum üebergange von einer 
elliptischen Function zu einer andern bietet auch die Ver- 
wandlung von q in — q dar. Dann wird aber der Modul 
imaginär ; denn da 

für alle reellen Werthe von Je und Je positiv bleibt, so ist 
ersichtlich, dass es nur für imaginäre Moduln negativ werden 
kann. Nun haben wir § 24 gesehen, dass die Verwandlung 

von Ä in -jT- den üebergang von 1c in -v-, von K inlc (K-^iK') 

und von K" in JclC nach sich zieht. Vertauscht man darin Je 
mit ¥, so folgt auch, dass gleichzeitig 

hm j^ 

K„ h'K 

K „ h' (K -\-iK) 

ik 
übergehen. Setzt man also ^ statt Ä, so verwandelt sich 



— jr -VF m 



K' . k' [K +iK) ^K' . .., . 

-^ m — % -^vjr — - = — ^ X "" *^ mithin 

q in e 






oder weil 

6-*''= — 1 

ist; in — q. Demnach entsteht — q aus q dann, wenn Je 

in Y übergeht. Vertauscht man nun auch in den letzten 

Formeln auf S. 94 Je mit A;', so verwandeln sich dieselben in 
folgende: 

*) Ausserdem sind als Hülfsmittel zur Berechnung elliptischer 
Functionen anzuführen: 

Gronau, Tafeln für die trigouom. Funct. der cyclischen und hyper- 
bolischen Sectoren. Danzig 1863. (Aus den Schriften der naturf. Ges. 
in Danzig, Neue Folge. Bd. 1.) 

Hoüel, Recueil de formules et de tables num^riques. Pari^l866; 
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sm am \k u, ^j = ^^^^ = cos am {K - u), 

/?' i^\ cos am u . /-rr n 

cos am [fc u, -.t] = — ^ = sm am (K — w ) , 

y'Äy J amu ^ ^' 

z/ am (k'uj V' I = -^ =Tr ^ amiK — u)y 

\ »/ J amu k ^ ^ ^ ^ 

tg am (k'u, y) z=s Je tg amu = cotg am {K — u). 

Diese Formeln zeigen, welche elliptische Functionen durch die 
obigen Reihen dargestellt werden, wenn man in diesen — q 
für q setzt. Wenn man nämlich gleichzeitig auch u in 1c u 
übergehen lässt, so bleibt der in sämmtlichen Reihen vor- 
kommende Ausdruck ^ ungeändert, denn aus K wird IcKy 

folglich aus ^ 

nk'u nu 

Man hat daher wirklich in den Reihen nichts anderes zu ver- 
ändern, als q in — q übergehen zu lassen, und nur bei dem 
vor den Reihen stehenden Factor auf die Vertauschung Rück- 
sicht zu nehmen. Auf diese Weise entsteht z. B. aus der 

Reihe für z/ am ti sogleich die für -r- 

° d am u 



Vierzehnter Abschnitt. 

Reihenentwickelung für die zweite Gattung. 

§ 62. 

Die elliptische Transcendente der zweiten Gattung, E (te), 
war nach § 19 

E {u) =/z:/^ am u du = J (l -- Ä^ sin^ am u) du. 

Es kommt daher darauf an, eine Reihe für sin^ am u her- 
zustellen. Diese hat Jacdbi durch Quadrirung der Reihe (37) 
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' Xf 



(1) 



§ 59 f^r sin am.u ermittelt*). Setzt man wie früher |^ = 

so kann man die Reihe (37) schreiben 

sin amu= ^^ |^ sin x + fizy» sin 3 a; + j^, sinöa; 

+ "--- + 7z9^sin(2Ä-l)^ + ...}- 

Durch l^ultiplicirung dieser Reilie mit sich selbst erhält man 
lauter Producte von der Form sin mxsinpx, wenn unterm 
und p ungerade Zahlen verstanden werden. Nun ist 

is) = sin^ y — sin^ ^, 
-0=px und daher y = ^^i^ Xj 



sin (y + ^) sin {y - 
also wenn man y + ^ = mx, y - 
=i= ^^ZlP X setzt, 



sm ma; sin pic = sm^ — !:—- x 



— sm^ — — - X, 



. . " ™ 2 -^^ (2) 

worin, da m und p alle ungeraden Zahlen bedeuten, w + jp 
und m — p alle geraden Zahlen, ^ü^ alle ganzen Zahlen 
(exclusive 0), und ?^^^^ auch alle ganzen Zahlen (inclusive 0) 

bedeuten werden. Die Quadrirung der Beihe für sin am ji 
wird daher die Differenz zweier Reihen liefern, von welchen 
jede die Quadrate der Sinus aller Vielfachen von x enthält; 
also wird die Reihe für sin^ am u folgende Form annehmen : 
A^ sin^ x-^-A^ sin^ 2x + A^ sin^ 3a: 

-j — ' -\- An sin^ nx-\ 

— B^^m^x — B2sin}2x — J?3sin2 3ir 
— Bn sin^ wa? — • • 
worin die Coefficienten A und B zu bestimmen sein werden. 
Um den Coefficienten An zu bestimmen, setzen wir ?^i^ = n, 
sodass jp = 2w — m, m = 2n — p ist, und können dann 
leicht ermitteln, welche zusammengehörigen Werthe von m 
und p zur Bildung der Zahl n beitragen. Es wird nämlich 
für m = 1 jp == 2w — 1 

m = 3 j9 = 2w — 3 

^ = 5 ^ = 2n — 5' 



sin^ am 



»-(liD' 



(3) 



m = 2w — 1 



i) = l. 



•) Fund. § 41. 
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Dies zeigt; dass zur Bildung von n nur die endliche Anzahl 
der Werthe 1, 3, 5, .... 2n — 1 von m beiträgt, weil für 
grossere Werthe von m keine entsprechenden Werthe von p 
mehr vorhanden sind. Ausserdem sieht man, dass jedes Paar 
zusammengehöriger Werthe von m und jp, z. B. 1, 2w — 1 ; 
3, 2n — 3; etc.. doppelt (das zv^eite Mal nur in umgekehrter 
Ordnung) vorkommt, mit Ausnahme desjenigen faares, bei 
welchem m=p ist. Da nun sin ma: und sinjp^c resp. die 

m— 1 p — 1 

Coefficienten — — - und — — - haben, so kann man den Coef- 

ficienten A^ von sin nx aus den Coefficienten der Reihe (1) mit 
Berücksichtigung von (2) sogleich bilden. Nämlich man erhält 

Setzt man zweitens zur Bildung des Coefficienten Bn 
m — p 

SO ist m = 2w + JP; ^^so wird 

für_p==l m = 2w+l 

jp = 3 m = 2n + 3 

p = 5 m = 2w + 5 



Hier tragen also zur Bildung der Zahl w alle Werthe Yonp: 
1, 3; 5, 7, . . . bis ins Unendliche bei. Quadrate kommen 
hier nicht vor, da niemah p = m sein kann; die Producte 
sind daher alle zu verdoppeln und man wird erhalten 



(5) 



U — </ 1 — 5*"+' 



4 g«+i 



q' 1- 2««+' ^1-2» 1 - 2^"+» 

J^ + ....]. 



1 — 3» 1 — 2*"+* 
Der vollständige Coefficient von sin* wa; in der Reihe (3) ist 
alsdann 

Ä„-B„. 
Um denselben auf seine einfachste Gestalt zu bringen, schreibe 
man die Gleichung (4) zunächst so: 

A -fl«-M ^ ^ I ^ ^— 



_|_ L__._!_| 
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und tranöformire jedes einzelne Glied nach der identischen 
Gleichung 

_J L_ = _L__M_ j_ _A_ 4- li 

1— 2/ 1—z 1 — i/Ä? }l — 2/ 1 — ^ r 

SO erhält man ' 

^=d9fc+ r^+ ')+(if:p+i5^+.>) 

Da aber in den in Elammem geschlossenen Ausdrücken die 
ersten Glieder dieselben sind; wie die zweiten, nur in um- 
gekehrter Ordnung, und die Anzahl aller Glieder = n ist, 
so folgt 

Zur Umformung von JB„ schreibe man die Gleichung (5) 

■^^ ^^ 1(1 ~g) (1 - g^«+M^ (l-g3) (i^22n+3) ' 

und benutze die identische Gleichung 

y ^ ^ (_y t\ 

y 
so erhält man 

g2n+l 22n+8 ^2«+5 » 

2n4-l 

welche Reihe zeigt, dass von dem Gliede — ^— ^-rr an alle 

Glieder sich zerstören, sodass sie eine endliche Reihe wird, 
nämlich 

Sabtrahirt man nun dies von (6), so ergiebt sich schliesslich 
A —B —♦»«""'. 
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Nun ist nach (3) 

sin2 amu = (gl^V 16 q ^ (^n — B«) sin^ nx , 

also erhält man 

oo 
sm^ am w = l^ry-^l 16 >» — ^-5- sm^ 

Darin kann man noch statt der Quadrate der Sinus die Cosinus 
einführen, indem 

sin^ nx = \{\ — cos 2nx) 
ist; dann erhält man 

• 9 Q f "^ \^ 'S^ ncT /1 n'jtu\ 

oder, wenn man der JS^ürze wegen 

(')• '^-«2rr$^-«{d?+'Ä+i!$+ } 

setzt, 

sm^ amu = l ) < C—8 y — ^^- cos -— > 

\2kKj \ ^ i-q^» K } 

(8) =(2*^) {^-^[rr^cos^+iJ^cos-^ 

, 308 3ffW , 11 

Anmerkung. Aus sin^ am u erhält man auch eine Reihe 
für ^-^ , wenn man loff sin am u zweimal nach u diffe- 

ein« nvn. m. ' O 



Sin» am u 
rentiirt, denn man hat 



d^ loff 9ia amu 7 o • 9 
?5-j-5 = k^ sm^ am u 



tiw« Sin* am t* ' 



7 „ . „ d* loff sin am u 
= Ä^ sm^ am u ^^ — — < 



sin' aw w (iu^ 

Man braucht also nur die Reihe für log sin am u zweimal 

nach u zu differentiiren und von der Reihe (8) abzuziehen , um 

eine Reihe für -^ zu erhalten. (Vgl. Pundamenta § 42.) 

sm* am u >. «-' 
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§ 63. 
Vermittelst der Reihe (8) erhält man nun sofort eine 
Reihe für JE (u)] denn zunächst wird 

^«»„-l-"(^y{C-82j^co."-|,-}, 
und daraus ergiebt sich durch Integration 

Setzt man darin zunächst u = K, so erhält man auch eine 
Reihe für das vollständige Integral der zweiten Gattung E {K) 
oder E. Es verschwindet nämlich der unter dem Zeichen U 
stehende Ausdruck, und man erhält 

■^-['-(sy°]^' • ■ • ■ ('») 

oder, wenn man für C seine Reihe^ (7) substituirt, 

jB = £:-(-"V8^|-^-- + ^ + -l«^ + ...|. (11) 

Hiedurch ist ein Mittel gegeben, JE aus Je mit Hülfe von q 
und K zu berechnen. 

Nimmt man nun JE als bekannt an, so kann man auch 
C durch E ersetzen, denn da aus (10) folgt 

so erhält man aus (9) 

E (u) = — u-i > — --^ sm • . (12) 

Den periodischen Theil dieses Ausdrucks hat Jacoii*) als 
eine neue Function eingeführt und mit Z bezeichnet, indem 
er setzte 

(u) = — >« — ^-ö3 sin 

^ ^ 2K^ 1 — 2^" K 

- m 1 r^« ^'" K + r^ '''' -r- 

+ r^o8in-^ + •••}, • (13) 



*) Fundamenta, § 47. 
Duröge, ellipt. Functionen. 3. Aufl. 17 
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258 Abtcbn. XV. Beihenentwickelang für die dritte Gattung. $ 64. 

welche die Stelle der Transcendenten E (ü) yertritt und mit 
ihr^ wie aus (12) folgt, durch die Relation 

(14) .... E(u) = ^u + Z{u) 
▼erbtinden ist. Man bemerke zugleich ^die Formeln 
Z(0) = 0, Z(K)=0, 

zl--u) = — Z{u). 
Führt man auch in (8) die Grosse E statt C ein, indem 
an« (10) ^ ^ ^ 

''=('-|)(v)-f(^-^ 

folgt, so erhalt man 



Ffinfzehnter Abselmitt. 

Reihenentwickelung für die dritte Gattung. 

§64. 

Die elliptische Transcendente der dritten Gattung ist nach 
Jacohi's Bezeichnung (§ 21) 

u 
n f \ r^ Bin am a cos am a J am a sin' am u du 
^ ' J 1 — Ä* Bin* am a sm* am u 



Durch zweimalige Differentiation derselben nach u wird man 

auf schon früher in Reihen entwickelte Ausdrücke geführt 

Man hat nämlich 

nfV\ <?n {u, a) Ä;* sin am a cos am a d am a sin* am u 

\ ^ ' du 1 — Ä» sin* am a sin* am u ' 

und wenn man noch einmal differentiirt, 

d*n (u, a) k* sin am a cos am a d am a 

du^ (i -— k^ sin* am a sin* am «)* 

X /(l — Jk'sin^ am a sin^aw u) 2 sin amu cos amu /l atnti 

+ 2Ä;^8in^am a sin^aw u cos am u J am u| 

(^ 7.2 sin <i^ (^ cos amu J amu sin am u cos am a Jarno, 

~^ 1 — Ä* sin* am a sin* amu 1 — fc* sin* am a sin* am u ' 
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Abschn. XV. Reihenentwickelung für die dritte Gattung. § 64. 259 
und daher erhält man nach den Formebi 4) und 5) des § 30 
— ^ J,^* ^^ = i^^ {sin am (m + a) — sin am (u — a)} 
X {sin am (w + a) + sin am (u — a)} 
= ^h^ {sin- am (w+ d) — sin^ am (w — a)} , • (17) 

auf welchen Ausdruck man sogleich die Reihe (15) anwenden 
kann^ indem man darin einmal u-^ a und dann u — a statt u 
setzt, beide Ausdrücke von einander abzieht und mit ^i^ 
multiplicirt. Dadurch ergiebt sich; 

d^n{u,a) _/ ny.^ nq"" ( nn(u--d) ^^„ ^ « (tt + a)\ 

Integrirt man jetzt zwischen den Grenzen und u^ weil, 
wie aus (16) hervorgeht, — ^^' für m = verschwindet, 
so erhält man: 

^^¥^^ = .r^2 y -«Vfsm^^:^ - sin *^pl^\ 

du 2 K j^ i_g2n^ K K J 

und wenn man nochmals, wiederum zwischen den Grenzen 
und w, integrirt, 



+ _!L4;^_?1 sin 



77 (w, a) = — I* > — --^ sm 



^«(l-g2«)\ K K ) 



4« ''^ 



. n^ra 
sm 



— 2 > — 7-^— oT sm sm 

In diesem Ausdrucke ist das erste Glied nach der durch die 
Gleichung (13) gegebenen Definition der Function Z nichts 
anderes als u Z (a), folglich hat man auch 

TT/ \ ry/ \ "ST? Q ( nn(u—ä) nn{u+.a)\ 

=uZ(a)-2 >n— r-^— ^-rsm— — sm — — • 
^ ^ ^n{i-q^'') K K 

17* 



(18) 
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260 Abflchn. XV. Beihenentwickelong for die dritte Gattung. § 64. 

Der Yorige Aosdrack (18) lässt eine i?ichtige ümwand- 
lang zu, mittelst welcher 77(ff,a) durch den Lc^anthmus 
eines unendlichen Prodocts ausgedrückt werden kann. 

Es ist nämlich 

^ = 3» -f 1^» -f 1^- + , 



also 

. ^ » , co8fia; = — coswar-j-^— cos war + ^— cosna"-• 
«(l— gr*) n n n 



+^^— cos tia; + ^— cos nx -\- 



Hierin kann man nun jedes einzelne Glied summiren. Be- 
zeichnet nämlich A eine ungerade Zahl, so hat jedes Glied 
der vorigen Reihe die Form 



^— cos nx . 



2' 

Setzt man aher • 

cos fix = i (c"" + e-"'') , 



so ist 



?_ ona M -r = i > ±— />»!*■ _L i > ? g^—nia. 



^i';co,„_i24--.-+i2v- 



oder, weil 

ist, 

2^^ cos na; = — i log (1 — gV*) — ^ log (1 — g^e-') 

= - i log [(1 - 2^^') (1 - 2^e- ••')] 

= - ilog [1 - 3^ {e'+ e--) + g^^J 

= — i log (1 — 2q^ cos a; + q^^) . 

Setzt man nun für X nach und nach alle ungeraden Zahlen, 
so erhält man aus (19) 
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Abschn. XVI. Die Jacobi'sche Function. § 65. 261 

2 n(i- 2n) COS w:r = — ^ log (1 — 2 g COS ^ + q") 

— ^ log (1 — 2g^ cos X + q^) 

— i log (1 - 2q'* cos X + g«») — 

oo 

i^ log (l- 232^-1 cos ^ + g*Ä-2) 

1 
00 

= — |l0g2ÄJ"(l — 2g2A-lcosa; + g*A-2). 
1 

Schreibt man also nun für x einmal ^ "^^ und dann ^ ^^^ -^ , 
so ergiebt sich aus (18) 

wobei bemerkt zu werden verdient, dass Zähler und Nenner 
dieses unendlichen Products dieselben Functionen von resp. 
u — a und u -{- a sind, wie die Function von w, welche den 
gemeinschaftlichen Nenner der in unendliche Producte ent- 
wickelten Functionen sin am u, cos am u, jd am u bildet. 
(18) § 57. 



Sechszehnter Abschnitt. 

Die Jacobi'sche Function. 

§ 65. 

Wir sind nun an dem Punkte angekommen, wo wir die- 
jenige Function einführen können, welche man nach Jacöbi 
allgemein mit dem Buchstaben bezeichnet, und die wir, 
weil die Einführung dieser Function, durch welche sich 
sämmtliche elliptische Functionen ausdrücken lassen, ^u den 
wichtigsten Leistungen Jacdbi'fi im Gebiete der elliptischen 
Functionen gehört, nach Dirichlefs Vorschlage die e/acofti'sche 
Function nennen wollen*). 

*) In der Gedächtnissrede auf Jacobi (Crelle's Joum. Bd. 62) sagt 
BiricMet: Bedenkt man, dass die neue Function jetzt das ganze Ge- 
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262 Abschn. XVI. Die Jacobrsche Function. § 65. 

Wir betrachten; um zu derselben zu gelangen, das Prodact 



fi' 



[aJ (l — 2ä2Ä-i cos —^ + 34^-2) , 

welches sowohl den gemeinschaftlichen Nenner der Producta 
für sin am w, cos am w, ^amu bildet, als auch mit den 
Argumenten w — - a und m + ^ ^^ ^^^ Ausdrucke (20) für 
U {u, a) vorkommt. Wir bezeichnen dasselbe vorläufig mit 
F(u), setzen daher 
00 
F{u) = JjJ{l- 2g2A-i cos ^ + g^*-2) 
1 
und wollen es in eine nach den Cosinus der Vielfachen von 

^ fortgehende Reihe entwickeln. Zu dem Ende suchen wir 

zuerst eine Relation zwischen F{U'^2iK') und F {u) auf. 

Setzt man 

nu 



2cos^ = (e2*"^+c-2'"^), 



so ist 
also 

l_-.222A-lC0S-^+g4A-2^(l — g2*-ie2»^)(l — g2A-1^2,^r)^ 

folglich hat man 



iF{u) = (1 — ge«»«^) (1 — g3e2.-^) (i _ ^5^2,«:) 
^ M = (1 — qe-^^^) (1 — g3'e-2,x) (i _ 



gbQ-2iX^ 



biet der elliptischen Transcendenten beherrscht, dass Jacöbi aus ihren 
Eigenschaften wichtige Theoreme der höheren Arithmetik abgeleitet 
hat, und dass sie eine wesentliche Bolle in vielen Anwendungen spielt, 
von welchen hier nur die vermittelst dieser Transcendente gegebene 
Darstellung der Rotationsbewegung erwähnt werden mag, welche eine 
von Jacobi'B letzten und schönsten Arbeiten ist, so wird man dieser 
Function die nächste Stelle nach den längst in die Wissenschaft auf- 
genommenen Elementartranscendenten einräumen müssen. Auffallender 
Weise hat eine so wichtige Function noch keinen andern Namen, als 
den der Transcendente 6), nach der zufälligen Bezeichnung, mit der 
sie zuerst bei Jacöbi erscheint; und die Mathematiker würden nur eine 
Pflicht der Dankbarkeit erfüllen , wenn sie sich vereinigten , ihr JaoobCE 
Namen beizulegen, um das Andenken des Mannes zu ehren, zu dessen 
schönsten Entdeckungen es gehört, die innere Natur und hohe Be- 
deutung dieser Transcendente zuerst erkannt zu haben. 
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Setzt man nun w + 2iK' statt u, so wird 

_ n{u + ^i K') _ , nJK' 

folglich 
Demnach wird 

(1 — -e-2«^)(l_^e-2»^r)(l_g3^2*a:) 

Es ist aber 

1 — — e-2»^ = — — e-2.a: (1 — ^ 6^'"') ; 

folglich hat man auch: 

i^(teH-2iJ5:')=--e-2'^(l— ge2.-a;)(_-g3e2,-^)(l_^5e2e^). . . . 

und daraus ergiebt sich durch Vergleichung mit (1) 

J' (w + 2i JT) = - - e- 2»^ i^(t^) 
oder 



7r»M 



-F(t* + 2iK) = — -e "" F{u) • • • (2) 
Nun setzen wir*) 
If (u) =AQ'^A^ cos -^ + -dj cos -gr- -f ^3 cos -^~ -| , 

und wollen vermittelst der eben gefundenen Relation (2) die 
unbestimmten Coefficienten Ä bestimmen. Setzt man wieder 
wie vorhin 

cos ^ = i (e2«> + er^i'), 



so ist 



F(u) = A,-\-^Ä,e^"'-\-l-A,e^'''-\-^A,e^^' + ---- | 



*) Jacobif Fundamenta, § 62 fF. 
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Daraus folgt 

. J_ Q-2ix F(u) = — ^ e-2»^ — ^' — -' ^^ 



(4) 






2q 22 2g 

Setzen wir ferner in (3) w + 2iZ' statt u, so geht, wie wir 
gesehen haben, e^^ in q'^ e^*^ und e-^te in — e-^«* über, folg- 
lich ist 

F{u + 2iK') = Ä, + ~f^^^ + ^e'^ + '^e^^+ 

^22«^ ^22* ^22« ' 

Da nun diese Reihe der Reihe (4) gleich sein muss, so er- 
hält man: 

— ^i='A ^i = — 2g^ 



22 



2 s 




2 


2g 




A,q' 

2 


A, 
•2q 


= 


^».?! 

2 



A, = - 23» A 
^, = + 2g'« A, 



und demnach 

(5) • J*r (1 - 22^'-^ cos ^j^ + q^^-^^) = ^, (1 - 2q cos ^ 

+ 2^4 cos ^-^ - 2^« cos ^^^ + 2g^« cos ^ )• 

Die in Äq multiplicirte Reihe ist es nun, welche Jacohi als 
eine neue Function eingeführt und mit & {u) bezeichnet hat, 
sodass die JacoWsche Function durch die folgende Gleichung 
definirt ist: 

(6) . . @ {u) = 1 ^ 2g cos ^ -f 22* cos ^- - 2q^ cos ~ 

+ 22^«cosi|? 

Darin sind die Exponenten von q die Quadrate der natür- 
lichen Zahlen, und daher gehört diese Reihe zu den am 
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stärksten convergirenden Reihen^ die es iu der Mathematik 
überhaupt giebt. 

Die Jacobi^sche Function ist periodisch, denn sie bleibt 
unverändert, wenn man u -}- 2K statt u setzt, oder es ist 

Sie ist aber nur einfach periodisch; wenn man das Argument u 
um 2iK vermehrt, so bleibt & nicht unverändert, vielmehr 
erhält man aus (2), da 

ist, 

niu 

e(u + 2iK) = -- e~''~' e(^uy . . . (?) 

Für specielle Werthe erhält man aus (6) 

0(0) = 1 — 2g + 2q^ - 2q^ + 2^'« — • 
0{K) = l + 2q + 2q^ + 22« -|^ 2q^^ + . 

©C^W 1 —2q* + 2q^^ - 2(?36 + 2g64 — . 

Wir schreiten nun zunächst zur Bestimmung des von u 

unabhängigen Coefficienten A^, Da derselbe jedenfalls von q 

abhängen wird, so setzen wir ^^ = 9? (g) uud haben daun 

00 

2^(l-23«-icos'^ + ä«-^) = 9>(3)@(M) . (9) 

1 

TT 

Setzt man darin w = und w = — , so erhält man 

00 



(8) 



pj {1 - q^-^y = <p {q) (0), 

1 

Nun zeigen aber die Gleichungen (8), dass (0) in ®( y ) 

übergeht, wenn man darin 2* statt q setzt. Daher hat man 
auch die Gleichung: 
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und folglich 

oo 






oo 

H 

* 1 



(1 - 3«*.-*) (i - a*"-') 



Nun repräsentiren 4Ä — 2 und 8A — 4 resp. die Zahlen: 

4Ä — 2 2, 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30, 34, 38, 

8Ä — 4 4, 12, 20, 28, 36 

Fügt man diesen noch die Zahlen von der Form 8Ä hinzu, 
8h 8, 16, 24, 32, 

so erhellt, dass die drei Formen 4ä — 2, 8ä — 4, 8Ä zusammen- 
genommen alle geraden Zahlen enthalten. Multiplicirt man 
also den vorstehenden Bruch im Zähler und Nenner mit 1 — g®* , 
so wird man im Nenner lauter Factoren von der Form 1 — q^^ 
haben und erhält somit 

yfg) _ fj'^-lfL 
9 (2*) n 1 - g^A • 
1 ^ 

Setzt man nun in dieser Gleichung aufs neue q^ statt q, und 

fahrt damit fort, so erhält man successive 

9(3'") ii 1-3^* 



,32A 



0= TT Inj 

V (3") 11 1 - 3= 



-m 



9(2*5«) II l_nl28A 



Nun convergirt q^ mit wachsendem w zur Grenze Null, folg- 
lich 1 — q^ zur Grenze 1. Ausserdem ist auch, wie aus (5) 
hervorgeht, g? (0) = 1. Setzt man daher obige Gleichungen 
bis ins Unendliche fort und multiplicirt sie sämmtlich, so 
erhält man 
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Demnach ist nmi vollständig 

^Cl _ 2s»-> «» ^ + ä"-«) - -^^ (10) 

1 

Setzt man darin u = und u= K, so erhält man die Werthe 
von ® (0); @ (K) auch durch unendliche Producte ausgedrückt. 
Nämlich zuerst ist 

& (0) = JJ(1 - 2^*-T (1 - !Z^ ) = J7(l - «'*"') (1-2*)' 
oder weil 

^ 1 + 2* 

ist, 

das heisst 

Man erhält ferner: 

® w = JJa + 3"-0Mi - 2**) 

= 2J(l + 2"-') (1 + 3^*-') (1 - 2**); 
setzt man darin 

so kommt 
Nun ist aber 

also auch 

und wenn man ^ = q^ annimmt, 
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daher erhält man 

(11) . . . siK)=jqi±^^rh^.- 

Diese für. & (0) und & {K) sich ergebenden unendlichen 
Producte haben wir aber § 57 (15) geschlossenen Ausdrücken 
gleich gefunden, nämlich 

folglich ist nun, wenn man zugleich die Formeln (8) berück- 
sichtigt , 



(12) 



(0) = j/^^= 1-22 + 2^4 — 22» + 25'« 

@(jr)=/?^ =l + 2g + 2g4 + 2g« + 2g^6 + .... 



§ 66. 

Ehe wir zur Darstellung der elliptischen Functionen 
durch die Jacobi'sche Function übergehen, wollen wir an 
einem Beispiele auf den Zusammenhang dieser Function mit 
der Zahlentheorie aufmerksam machen. Dieser Zusammen- 
hang entsteht dadurch, dass man vermittelst der Jacobi- 
schen Function zwei ganz von einander verschiedene Reihen- 
entwickelungen einer und derselben Grösse erhalten kann, und 
zwar Reihen, die auch nach den Potenzen einer und derselben 
Grösse fortschreiten. Dadurch ergeben sich Beziehungen 
zwischen denjenigen ganzen Zahlen, welche die Exponenten 
der einen Reihe, und denjenigen ganzen Zahlen, die die 
Exponenten der anderen Reihe bilden. Diese Betrachtungs- 
weise ist derjenigen analog, welche Euler in dem Abschhitte : 
„De partitione numerorum^^ der ,yIntroductio in analysin 
infinitorum'^ anwendete, um durch Vergleichung der Ex- 
ponenten einer Reihe mit den Coefficienten derselben Sätze 
der höheren Arithmetik abzuleiten, eine Betrachtungsweise, 
die auch bei den aus der Theorie der elliptischen Functionen 
hervorgehenden Reihen anwendbar ist. 

Die Reihen, welche wir hier im Auge haben, sind haupt- 
sächlich die im § 40 der Fundamenta gegebenen, von denen 
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269 



ii, nämlich die für — und für ( — j im § 58 abgeleitet 

worden sind. Wir wollen nun die letzte derselben benutzen, 

um durch Vergleichung mit der Reihe (12) für y — den 

Satz zu beweisen, dass jede ganze Zahl die Summe von 
vier Quadraten ist. Da nämlich die Reihe (12) 



zwei, 



/ 






1 + 22 + 2(?4 + 2g» + 2gi6 + 



die Quadrate der natürlichen Zahlen zu Exponenten hat, so 
wird die vierte Potenz dieser Reihe aus lauter Gliedern be- 
stehen, bei denen jeder Exponent die Summe von vier Quadrat- 
zahlen ist. Wenn man nun zeigen kann, dass die § 58 (30) 
abgeleitete Reihe 

alle ganzen Zahlen als Exponenten enthält, so folgt der zu 
beweisende Satz Ton selbst. Man muss also die in der vor- 
stehenden Beihe enthaltenen Brüche Iq ihre Reihen auflösen 
und in der dann entstehenden Beihe das Gesetz der Fort- 
schreitung ermitteln. Dies hat Jacdbi in § 40 der Funda- 
menta mit allen dort vorkommenden Beiheu gethau; die 
Ausführung der Entwickelung bei vorstehender Beihe mag 
wieder zur Erläuterung der dort vorkommenden Betrachtungen 
dienen. 

Entwickelt man in (13) alle Brüche in Beihen, so er- 
hält man 






\«j r-^ 4.2^2 _2g* -f2g» — 2gS _(- 

+ 3g3 +32« +3^9+ 

-f-43* —438 + 

+ 53« + 

+ 73' + 

= 1-t-Ö [3-f 33« + 42-^ + 3g* + 635 + l23« + 82' 
+ 33»+13ä9+--] 



) (14) 
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Es entsteht also eine Reihe, welche höchstwahrscheinlich 
sämmtliche Potenzen von q enthält. Da es aber der Fall sein 
konnte, dass vielleicht bei irgend einer späteren Potenz sich 
die Coefficienten aufheben, sodass eine oder die andere Po- 
tenz doch in der Reihe fehlen könnte, so müssen wir das 
Gesetz der Reihe aufsuchen, weil zum Beweise unseres Satzes 
alles darauf ankommt, nachzuweisen, dass in der Reihe (14) 
alle ganzen Zahlen als Exponenten vorkommen. 

Bezeichnet An den Coefficienten der Potenz g*», so ist 

(¥)'->+«SAr. 

Ist nun zuerst n eine ungerade Zahl, so tragen nur die 

Glieder von der Form ^^ , in denen p ebenfalls eine nn- 

gerade Zahl ist, zur Bildung des Coefficienten An bei. Es 
ist aber 

7^ =^gp +pq^p ^pg^P+pq^p + . . . 
1 — qP 

Soll daher eine der in- dieser Reihe vorkommenden Potenzen 
gleich 2" sein, so muss n ein Vielfaches von,|), oder jp ein 
Divisor der Zahl n sein. Es werden daher nur diejenigen 

Gheder von der Form -^ — zur Bildung von An ?" beitragen, 

bei welchen die Zahl p ein Divisor der Zahl n ist, und zwar 
wird jede solche Zahl p ein und^ nur ein Glied von der 
Form pg^^ liefern, nämlich dasjenige, für welches Ap = w ist. 
Der Coefficient An ist daher die Summe aller derjenigen 
Zahlen p, welche Divisoren von n sind (1 und n selbst mit- 
gerechnet). Bezeichnet man also mit ^ (w) die Summe der 
Divisoren von n, so ist 

An = t {n). 
Ist zweitens n eine gerade Zahl, und zwar von der Form 2^p, 
wo p wiederum eine ungerade Zahl bezeichne, so können so- 

wohl Glieder von der Form — ^, als auch Glieder von der 

Form ^2^ (wo m ungerade) zur Bildung von q^P beitragen. 

Nun ist aber 
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^ 1 



. Es muss daher in dem einen Falle m so beschaffen sein, dass 
Am = 2^jp, und in dem anderen Falle so, dass 2hm = 2^p 
werden kann^ was in beiden Fällen nicht anders möglich ist, 
als wenn m ein Divisor von p ist, weil m und 2^ relative 
Primzahlen sind. Für jeden Divisor m der Zahl p aber wird 
es eine Reihe von Gliedern geben, welche entwickelt die 
Potenz q^P enthalten, nämlich nicht bloss die beiden oben an- 
geschriebenen Glieder, sondern auch die Glieder von der Form 

in welchen ft den Exponenten A nicht übersteigt. Denn setzt 
man zur Abkürzung -^ = a, so dass n = 2^am ist, so ist, 
weil man auch schreiben kann : 
w=2^ am = 2^-1 oc2m = 2^-^ aAm--^ 2a2^T^ m = a2^m, 

. 2m3^P_2^ 2m__2^g4m+2m36'» -2mg2^"^«2m+. 

l+g2m ^ ^ K ^ 



1 + ^2-^m 

= 2^-*m32*"*'"-2^-img2-2^^'« 2*-im22«2^-*m_|_.. 

L^ii^ = 2^ wi 32m _ 2^ m g2.2^m \.2^m g«^^^ 

In der ersten Reihe haben alle Glieder das + Zeichen, 
in den folgenden erhält die Potenz g", d. h. ^ ""*, das Minus- 
zeichen, weil die Zahlen 2^-^a, 2^-^a, ....2a alle gerade 
Zahlen, also n ein gerades Vielfaches von resp. 2m, 4m, 
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8m, ..2^-^m ist. In der letzten Reihe dagegen hat das 
betreffende Glied das + deichen, weil a eine ungerade Zahl 
ist, also n ein ungerades Vielfaches von 2^m. Der Antheil, 
den ein Factor m von p zur Bildung des Coefficienten An 
liefert, ist hienach 

m — 2m — 4m — 8m • • • • — 2^-^m + 2^m 

= ^(1_2 — 4 — 8 _ 2^-1 + 2^). 

Nun ist aber 

14-2 + 4 + 8 h 2^-1 = 2^ — 1, 

also 

1 _ 2 - 4 — 8 2^-1 + 2^ = 1 — 2^ + 2 + 2^ = 3. 

Demnach ist der Antheil, den der Divisor m von p zur Bildung 
von An beiträgt, gleich 3m. Nun tragen alle Divisoren m 
dazu bei, und nur diese; folglich ist, wenn ^ {p) die Summe 
der Divisoren von p bedeutet, 

An = 3^ (jp) , wenn n = 2^p. 
Dadurch ist der Coefficient An für alle Fälle vollständig be- 
stimmt, und da man alle geraden Zahlen erhält, wenn man 
die Formen 2 (2w — 1), 4 (2w — 1), 8 (2n - 1), 16 (2w — 1) 
u. s. w. für alle ganzzahligen Werthe von n von 1 bis cx> 
bildet, so kann man die Reihe (14) so schreiben: 

(15) (?jy = 1 + 8^ (2w - 1) 2 (ä"*"' + 33«(2«-i) 

+ 324(2«-i) ^ 3g8(2«-i) 4 y 

Hieraus erhellt nun, dass wirklich bei keiner Potenz der vor- 
liegenden Reihe der Coefficient verschwindet, sondern dass 
diese Reihe alle ganzen Potenzen von q enthält. Nun folgt 
andrerseits aus (12) 

(16)..(?)'= [1 + 22 + 2q^ + 23« + 22^6 + . . .]4. 

Demnach ist die vierte Potenz eine Reihe, deren Exponenten 
die Quadrate aller Zahlen sind, gleich einer Reihe, die alle 
Zahlen als Exponenten enthält. Erhebt man aber die erstere 
Reihe auf die vierte Potenz, so entsteht eine Reihe, in 
welcher jedes Glied das Product aus vier Gliedern der Reihe 

(16) ist, also die Form 
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hat, wobei a, ßy y^ ä irgend vier gleiche oder verschiedene 
ganze Zahlen oder auch Null bedeuten. Jedes Glied der 
ßeihe (15) muss also einem Gliede von voriger Form gleich 
sein; bedeutet also h irgend eine ganze Zahl, so ist 
h^a^ + ß'^ + r'' + ö\ 



Diu, a) = uZ{a) + ^log JJ- 



Siebzehnter Abschnitt. 

Darstellung der elliptischen Functionen durch die 
Jacobi'sche Function. 

§ 67. 

Es wurde schon im § 65 bemerkt, dass die Jacobi'sche 
Function die Grundlage der elliptischen Functionen bildet, 
in der Art, dass dieselben sich s'ämmtlich durch jene aus- 
drücken lassen. Dieses soll nun im Folgenden näher aus- 
geführt werden. 

Wir hatten § 64 (20) gefunden: 

Hieraus fliesst zunächst ein Ausdruck der Transcendente FI 
durch & nämlich, 

77(i*,a) = «Z(o) + ilog|g^;. . . (1) 

Aus dieser Form geht sogleich der schon § 21 bewiesene Satz 
über die Vertauschung des Arguments mit dem Parameter 
bei der elliptischen Transcendente der dritten Gattung wieder 
hervor. Denn vertauscht man in der vorigen Formel u mit a, 
so erhält man, weil, wie sich aus der Reihe (6) § 65 für (m) 
unmittelbar ergiebt, 

@ {—u) = ® (u) 
ist: 

® {u — a) = (a — m), 
und folglich 

n(u,a) - uZ (a) = 77 (a, u) — a Z (u) • • (2) 

Daröge, ellipt. Functionen. 8. Aufl. 18 
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Setzt man darin noch u = K, so erhält man^ weil 

n{a,K) = 0, Z{K)=0 
ist^ 

n {K, a) = KZ (a). 
Wir hatten ferner (17) § 64 gefunden: 

d~^ = ^ Ä^ [sin^ am {u •\- a) — sin^ am (ii — a)]. 
Führt man darin die Function z/ statt des Sinus ein, indem 

Ä^ sin^ am z(= \ — J^ am z 
ist^ so kommt 

*!Z^' «) = i [z/^ am («-«)- ^ am (« + a)], 
und wenn man von bis u integrirt, • 

— J " "^ ^ f ^'^ am (u — a) du — ^ / z/^ am (u + a) du. 

ü 

Nun ist aber 

/!^2 am^rf^ = -E;(^) und E (— z) = — -E (xf), 
u 

folglich 

u 

f^^ am {u — a) du — E {u — a) + E (a) , 



u 

fj' am (m + a) dw = jB (w + a) — JS (a)- 

Demnach erhält man 
d n (u, a) 



du 



= E ia) + ^ E (u - a) - ^ E (u + a), 



oder, wenn man die Relation (14) § 63 

E (u) = ^u + Z {u) 
benutzt, 

Integrirt man diese Gleichung nun nochmals zwischen und u, 
so ergiebt sich 

77 (m, a) = M Z (a) + ^/Z (u -a)du- ^fZ{u + a) du. 
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Die Vergleichung dieses Ausdrucks mit der Formel (1) liefert 
nun auch eine Beziehung zwischen den Transcendenten Z 
und @; nämlich zunächst erhält man 

n u 

^0S%^~f^ = ß (« + «) ä» -ß (« - «) du. 



Setzt man aber darin a ^=^ u und bemerkt^ dass 



M+a 



fZ (m + a) du =fZ{g) de -fZ (^) de 

U 

fZ(,u-a)du =ifz\z) de - fz {e) de*), 



80 folgt 



(4) 



'»^W-/^ <'>■"• 



oder, wenn man wieder a statt 2u schreibt, 



^ (0) 



■■ fz («) du . 



(5) 



Hieraus fliesst zunächst die Formel, vermittelst welcher Jacöbi 
im § 52 der Fundamenta die Function eingeführt hat, 
nämlich 

u 

fz (m) du 

(m) = (0) e" ; 

ferner aber erhält man durch Differentiation auch Z durch S 
ausgedrückt, nämlich 

^ ^ du ^ 

oder, wenn man zur Abkürzung 

setzt, 

7 (^A — ®^^^) 



ist. 






*) WeiJL nämlich Z {z) eine ungerade Function, also 
Z{- z)^ — Z{z) 

18" 
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Kehren wir non noch einmal zor Formel (3) znrnck und 
schreiben in dem linken Theile derselben den ans der ursprüng- 
lichen Definition der Transcendenten 11 {§21) folgenden Werth, 
so lautet dieselbe so: 

k* »in am a cos ama J am a sin' am u 
1 — k* sin* am a sin* am u 

= Z{a) + iZ(« - a) - 1Z(« + a). 

Vertauscht mau darin a mit Uy so entsteht, weil Z {— z) 

k* sin am u cos am u J am u sin* am a 
1 — k* sin« am a sin* am u 

= Z(u) — ^^(u—a) - ^Z(u + a). 

Durch Addition beider erhält man also 

(6) • ■ Z(«) + Z(a)-Z(« + a) 

7» . sin am t« cos am a ^ am a+ sin am a cos am ti/i am« 

1 — Ä* sin* am a Pin* am u 

=- K^ sin am u sin am a sin am (ti + a) , 

wodurch das Additionstheorem für die zweite Gattung aufs 
neue abgeleitet worden ist. Setzt man darin a^^Ky so folgt, 
weil Z{K) = ist, (§ 63) 

(7) ' ' Z {u) — Z {u -\- K)=^ h^ sin am u sin am {u + ^) • 

Schreibt man diese Gleichung^ indem man — u statt u ein- 
führt, in folgender Form: 

Z {u) -{- Z (K — u) = k'^ sin am u sin am {K — ti), 
so ergiebt sie auch den Werth von Z für das Argument — -, 



nämlich, da sin am -r- = y t-jlTP ^^^} (§ ^^) 

^(|)_Lrl. 

Wir benutzen aber die Gleichung (7) noch in anderer 

Weise. Sie lässt sich nämlich auch schreiben 

/y / V rj / I T7-\ Ä;* sin am f« cos am t* d log d amu 

Z (u) — Z (w + ä) = -: = ^ 

\ y \ i j J amu au 

Integrirt man nun zwischen und u, und benutzt die Glei- 
chung (5) 
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JZ («)««« = log Ig, 



aus welcher mit Berücksichtigung der ersten der Gleichungen 
(4) auch leicht die folgende 



ß 



Z{u + K)du^log^^-f^ 



»{K) 



sich ergiebt, so folgt 

oder 

. e (0) Ö (f* + K) 

wodurch dann die Function d am u durch die Jacobi'sche 
Function ausgedrückt ist. Den Werth des allein vom Modul 

abhängigen Coefficienten ^ .L: erhält man leicht, wenn man 

u = K setzt und sich erinnert, dass & (äJT) = (0), 
z/ am K =^lc ist, nämlich 



S(0) 



Vk', 



e[K) 

was sich auch aus den Formeln (12) § 65 ergeben hätte Man 
hat also 

^amu^^fh'^^ (8) 

Dasselbe Resultat hätte man auch aus dem unendlichen 
Product ableiten können. Denn es war (10) § 65 

e (U) =YlO^ — ^^'0 (^ — 222A-1 cos '^ + g4A~2). . (9) 

Setzt man darin m + Ä" für w, so erhält man 

also 

SJM + K) _-rT ^^ cos ^ +2 



w 



e {u) ^.^ ^ _ 2g^'*- ^ cos ^ + 2* 

IL 

und vergleicht man dies mit dem unendlichen Product für 
^ amu, (18) § 57, so ergiebt sich sofort, wie oben, 
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§ 68. 

Wir wollen nun auch in ähnlicher Weise (i* + iK') 
bilden und sowohl das unendliche Product , als auch die un- 
endliche Reihe dafür ermitteln. Zuerst ist, wenn man 

7tU 

setzt; 

1 _ 2^2Ä-l cos 2X 4- 9^'*-2 = 1 — ^2Ä-l (ß2ia:^ ß-2»a:) ^ gih-2 

Setzt man nun darin m + i JT' statt u und bezeichnet ^^-^^^^ — 

mit x^ y so ist 

(\0)'X,'=x + ''~^-] 2ix^ = 2iX'--^\ e2«^i = ge2,x. 

Demnach wird 

also 

JaJ (1 _> 2^2Ä-i cos 2x^ + g4Ä-2) 

(l — g2 g2,ar) (1 — ^ e^ix^ (1 — g^ 6^^^) ' • • 
[(1— ^2'a;)^_g2^2,-;r)(l__g,4g-2»a:)(l_^6g^2,ar) ... 

OO 
(1 — ^2/ar) JJ (1 ._ g2h ^ix>^ (^ _ g2A g-2.a:) 



-{( 



1 
OO 



(1 — e-2ia:) 2r|f'(] _ 2^2^ cos 2a; 4- g^'O • 

1 
ist aber 

(1 — e-2«:r) ^ g-,\r (e.-:r__ ß- ,x) ^ 2^6-'* siu iC , 



1 
Ferner ist aber 



also 

OO 



717(1 — 2g2Ä-i cos 2x^ + g*A-2) 

1 OO 

= 2ie-**sina? 7ÄT(1 — 2g2A cos 2a; + g**)- 
Demnach folgt nun aus (9) 

(11) -ll'i+i^ = 2»r^"sm i^^(l -22^* cos^j^ + ä^*) 
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und folglich 

ö(f«) 2K±± , „ 2A — 1 »fW , 4Ä-SJ 

^ ' 1 1 — ag^'* * C08-^ + g*'* ^ 

Dieses ist aber das unendliche Product, welches [nach 
(18) § 57] sin am u darstellt. Demnach erhält man 

sin am u = -^-e^^ -7?}-<--- • • (12) 

Also ist auch sin am ti, freilich vorerst noch in imaginärer 
Form, durch die Jacobi'sche Function dargestellt. 

Um nun auch eine reelle Form dafür zu erhalten, ent- 
wickeln wir auch die Reihe für @ {u + iK'). Es ist [(6) § 65] 

CX) 

@ (m) = 1 + 2 ^1 (— 1)« g«' cos 2njc, 

X 

und daher 

G{u + iK') == 1 + 2^ (- 1)" ^"' cos 2nx^ . 

Nun ist aber 

2 cos 2nx^ = e««'^' + e-^«'-'' 

= qn ^2 nix ^ lg- 2 nix [wegen (10)]. 

Demnach erhält man: 

@{u + iK') = l~q(qe^*^+ ^ e'''^'^) +q* (q- e*^'"^ + ^, er-^'^) 

— g9 (q^ cC.ar ^ J^ g-6,^r^ ^ 

= 1 _ g2 g2 ix _j_ g6 ß4.x _ g 12 g6 »•* _j_ 

Multiplicirt und dividirt man aber diese Reihe mit e'', 
so erhält mau 

^^ix^q2Q-3ix_q6^5ix^qV2Q-7ix 1 

= 2ie-*''{smx-'q^smSx-{-^smöx-q^^8inlx+' '} 

t 4 — 4 / - - 

=2ie-'^{sina; — /g''^sin3ia?+^g'**sin5a; 

— ^g4-8sin7Ä?H }, 



Digitized by 



Goo^ 



280 Abschn. X VII. Darstellung d. eil. Funct. durch d. Jacobi'sche Funct. §68. 
3ch mit y q TL 



also, wenn man nun noch mit j/q multiplicirt und dividirt. 



= -^ — {}/qsinx-yq^sinSx+ }/q^^ sin 5x-j/q^^sm7x-\ } , 

oder 

&{u + iK') 



niu 



Hieraus geht hervor, dass 



ntu 
l 



eine reelle Grösse ist. Die vorstehende Reihe hat Jacobi als 
eine neue Function eingeführt, die er mit S (u) bezeichnet, 
indem er setzt*) 

(13) . Hiu) 2(^ä8m|^-^»sing+^sinS— •}• 

Diese Reihe convergirt ebenfalls sehr stark, da die Exponen- 
ten von q unter dem Wurzelzeichen die Quadrate der un- 
geraden Zahlen sind. Nach dem Vorigen hängen die Functio- 
nen H und & durch die Gleichung 

TCiu 

(14) . . . H(u)=^^^^4—e(u + iK') 

zusammen. Führt man dies nun in die Gleichung (12) ein, 
so ergiebt sich 

(lo) .... smamt^ = ^^.^. 

Aus (11) aber erhält man H (u) in ein unendliches Product 
entwickelt, nämlich 
00 

(16) Ä(«)=2/3Jg"(l-2^*)8ing(l-23«*co8-^ + 2**). 

1 

Setzt man hierin endlich u -^ K für u, so erhält man 

_ 00 

(17) • • H{tH-K)-=2yqJV[{\-q'')cos^{l+2q^^^cos'^+q*^y 



*) Fundamenta. § 61. § 63. 
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Hierin ist aber das unendliche Product der Zähler der Ent- 
wickelung für cos am u [(18) § 57]. Da nun folgt: 

9 1. nu . AI. 

oo 

• ZA • ' 



Hiu + K) 



-__i- — L ^=2 yq cos -^ |a| 

so ergiebt sich 

r k 9(u) 



cos -^ + 3** 



(18) 



(19) 



cos am 
In eine Beihe entwickelt ergiebt sich aus (13) 
'H(u + K) = 2 \yq cos fj + ^3 cos 3 ^^ 
+ ^» cos 5 g + ...). 

ni 

Endlich folgt aus (14), weil e^ = i ist, 

Ttiu 

H{u + K) = pq e^"" S {u + K + iK). . . . (20) 
Hiedurch ist nun erwiesen, dass auch sin am u, cos am u 
und z/ am u allein von der Jacobi'schen Function abhängen, 
indem ihre Zähler Jacobi'sche Functionen mit den Argumenten 
u + i-K*, u-\- K-\-%K und u-\- K sind. Alsdann erhält man 
eine neue Reihenentwickelung für die elliptischen Functionen 
in Form von Brüchen, deren Zähler und Nenner sehr stark 
convergirende Reihen sind. Nämlich es ist nun 



sm am u 



r k' e (u) 



,r. 



8in :r-^ — y q^^ 8in3 ^^ + y q^"" am 5 



2K 



nu 
2K' 



-2/. .. 

l — 2qcos -^ + 22*C082-^— 2q^coüS~^ + • •• 
i/— nu , i/-- ^ nu , ^/—r ^ nu . 



nu 



J amu 



l'-2q COB -^ + 2q* C092 -j^ — 2^ cosS -^ + 



j/k' 



0(u + K) 
0{u) 

i + 2qco8^ + 2q* C082 ^ + 22» cos3 ^ H 



nu 



1 — 2gco8^ + 2g*co82^ — 22»co83^ + • 



(21) 



L 
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Durch die Jacobi'sche Function allein ausgedrückt aber hat 



man 

4 



Vq YKe{u + iE:) 

/F 4/- Iz e{u + K+iIC) 
cos amu = j/^ j/qe -l-lT-^^^l:— i, 

Es war ferner (S. 275) 

und aus der Reihe (6) § 65 für die Jacobi'sche Function er- 
hält man durch Differentiation 

® (w) = ^- {2 sin -^ - 2g* sm -g.- -f 3 g» sm -^ 1 ; 

folglich ist 



1 - 22 C08 -^ + 23* cos — ^- — 2g' cos -^- + • . . . 
Endlich ergiebt sich aus der Gleichung (1) § 67 
77 («, a) = «Z (a) + i log JU^' 
für die dritte Gattung die Reihe: 

1 — 2g'C08 ^—^ — ^+2g'co8 — ^-^ — 

l~2<jfcos-^--~ — ^ + 22* cos — ^— — 

Aus der Reihe (13) für JEr(u) folgt unmittelbar 

ir(o) = o, jT(-w) = - Jioo, ir(w + 4i£:) = if(M), 
jEr(M + 2Ä:) = --ff(iO, 

so dass jET mit* dem Index 4 JE" periodisch ist. Ferner folgt 
aus (18) 

Ä(i:) = /|,0(O); 
es war aber [(12) § 65] 

®(0) = /^^; 
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mithin erhält man mit Berücksichtigung des ans . der Reihe 

(13) für H{u) folgenden Werthes von H (K) 

^(^) = //^=2i^ + ^2»+^^*+....j. 
Da endlich auch [(12) § 65] _ 

ist, SO folgt 

r,-_H(K) /p_ 0(0) 

oder 

'^ " l + 2g[ + 2g« + 22« + 2g'« + .-' 

' "r+ 2g + 2g* 4- 2 3^ + 2 g'« H ' 

wodurch Je und A;' unmittelbar aus q berechnet werden können. 



Achtzehnter Ahschnitt. 

üeber die elliptischen Transcendenten der dritten 

Gattung. 

§ 69. 

Wir gehen nun zu einer genaueren Betrachtung der 
elliptischen Transcendenten der dritten Gattung; namentlich 
zur Untersuchung der verschiedenen, bei ihr zu unterscheiden- 
den Fälle über. 

Das elliptische Integral der dritten Gattung hatte nach 

Legendre die Form 

^. 

dtp 



U 







und wir haben § 21 gesehen, dass es mit der Jacobi'schen 
Transcendenten 77 in der Beziehung 

f. 

dq> . ts am a rr / \ 

__ J =u 4- ~ 77 iu, a) 

(1 + n Bin* tp) d^> ^ J ama ^ ' / 



/ 



steht, wenn 
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<p 

/-^ = u und n = — F sin* am a 

gesetzt wird. Die Grosse n konnte sowohl reell als auch 
imaginär sein. Wir behandeln non zunächst den Fall eines 
reellen n; dann erhellt^ dass der Parameter a nur dann reell 
ausfällt^ wenn n ein negativer echter Bruch ist, der zwischen 
und — Ä;* liegt. Ferner entsprechen einander folgende 
Interyalle : 

sin am a zwischen und 1, n zwischen und — &*, 

sin ama „ l „ ^, n „ —Jc^ „ — 1 , 
sin ama „ ^ „ c», w „ — 1 „ — cx>, 
sin am a rein imaginär^ n positiv. 

Nun wächst aber a von bis JE", wenn sin am a von 

bis 1 zunimmt. Wird sin am a grösser als 1 , so zeigen 

die Formeln (§ 10) 

sin am {tu + X) = j-^^i^T) ^l^cirn{K- u, ¥), 

sin am {iE! -j- Z") = - , 

dass a in die Form iu -{- K übergeht, in welcher u von 

bis K' wächst, während sin am a von 1 bis ^ zuniinmt. 

Wird nun sin am a noch grösser als ^, so zeigen die Formeln 

sin am (K 4- iK') = 7-, sin am (u + iK') = r—- j 

sin am iK' = 00, 
dass nun a in die Form u -{- iK' übergeht, in welcher u 
von K bis abnimmt, während sin am a von ^ bis 00 
wächst. Also hat man folgende entsprechende Intervalle: 
sin am a zwischen und 1 , a zwischen und JE", 
sin ama „ 1 „ j, a „ K ,, K + iK\ 

sin am a „ j- „00, a „ K-\-iK' und iK\ 

Wenn endlich sin ama rein imaginär ist, so nimmt wegen 
der Formel 

sin am {iu, k) == iig am (m, k') 
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a die Form iu an. Hieraus geht nun hervor, dass man für 
die verschiedenen Intervalle, in denen n liegen kann, folgende 
Werthe für n zu setzen hat: / 

1) n zwischen und — Ä^, w = — Ä^ sin^ am a, 

2) n „ — F „ — 1 , w = — Ä;^ sin^ am {ia + K)^ 

3) n „ — 1 „ — oo , n = — P sin^ am (a -f- iK') , 

4) w „ +CX) „ 0, n = — ]c^ sin^ am ia, 

wobei dann a in allen vier Fällen reell ist. Legendre*) hat 
gezeigt, dass man die beiden letzten Fälle auf die beiden 
ersten reduciren kann. Wir kommen darauf unten zurück, 
zuvor aber wollen vnr die in allen vier Fällen dienlichen 
Formeln zur Verwandlung der Legendre'schen Form in die 
Jacobi'sche zusammenstellen. Es kommt dabei nur auf die 

Werthe des Ausdrucks %^!?^ an, wenn an die Stelle von a 

n am a 

die Argumente ia •■{' K, a + iK' und ia treten. Da man 

aber nach den Formeln des § 8 und § 10 hat 

tg am (ia + K) . J am{a, k') 

J am (ia -^K) k'^ sin am (a, k') cos am (a, k') ' 

tg am (a + iK') tg am a 

^ am ifl + iK') z/ aw a ' 

tg am ia . sin am (a, k') cos am (a , ¥) 

d am ia z/ am (a, k!) ^ 

so erhält man folgende ßeductionsformeln : 

1) n zwischen und — W y n == — fc^ sin^ am a, 

/dcp , tgama rr/ \ 

{l-j-nBui*(p)Jtp • Jama v ' /' 

2) n zwischen — k'^ und — 1 , n= — k'^ sin^ am (ia + -2"), 

/ dm . Jam{a,k") .„, . t Tr\ 

^ (l+n8in*qp)z^9 ^^ k^vmam{a,k)cosam{a^k) ^ ' ' ^' 



3) n zwischen — 1 und — oo, w= — i^ sin* am (a + i-K"'), 

I n^ ^"^ , T- = u^^^^n{u,a + iKy, 
J (l+n8in*q;>)z/9 d ama \ ' i /' 



*) Legendre, Exercices I. p.68ff. Traitä I. Chap XV. 
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4) n positiv, n = — t^ sin^ am ia, 

Jdq> , Bin am (a.F) cos am (a, k') . rw ^ . v 

{\+n%\ii*(p)dq> ' Jam(a,k) ^ ' -" 

o 

wobei in allen Fällen / ^ =w gesetzt ist. 



Wir bebandeln nun noch den Fall; dass die Grosse n 
selbst imaginär ist, und werden zeigen, dass man dann die- 
selbe auf die Form — Ä^sin^am(a + i6) bringen kann^ wo 
a und h reell sind*). Es sei 

n= p -\- igi 
eine beliebige complexe Grösse; man setze 

— (-P + *2) = *^ sin^ am (a + ib), 
also auch 

— (j) — ig) == k^ sin^ am (a — ib) , 

dann folgt zunächst 

*^+ (l' zh *3') = ^^ cos' am (a + i6), 

1 + (p + ig) = ^^ am (a + i6) . 
Setzt man nun ferner 

— p — iq = Q^ (cos 2ö + i sin 2ö), 
. Ä2 + j) + ig == (»'2 (cos 2Ö' + i sin 2Ö'), 

1 + 1> + iff — (»"^ (cos 2ö" + i sin 20"), 
so kann man (», (»', q'\ ö, Ö', ^' aus den gegebenen Grossen 
^9 Pt Q. bestimmen. Alsdann ist 

h sin am (a + i6) = ^ (cos ö + i sin ö), 
Ä cos am (a + i6) = (»' (cos ö' + * sin ö'), 
^ am (a + i6) = (»" (cos Ö" -}- i sin ö"), 
Ä sin am (a — ib) = q (cos Ö ~ i sin ö) , 
Ä cos am (a — i6) == q (cos ö' — i sin ö'), 
^ am (a — i6) = q" (cos ö" -— i sin ö"). 

Da nun 

2a = (a + i6) + (a -— i6), 

26i = (a + i6) — (a — ib) 

*) Vgl. Bichelot, Darstellung einer beliebigen gegebenen Grösse 
durch sin am (u + «(; , k). Crelle's Journ. Bd. 45. 
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ist, so erhält man nach den Fundamentalformelu (§ 29): 

/ , V sinamu COB amv J am v-^iinamv C09 amu Jamu 
^ -^ ^ 1 — Ä* 8in* am u sin* am v ' 

/ , X cosamucosamv'^Binamusmamv Jamu Jamv 

sin am 2a = ^,| ^^ ^ . ^ 

ifc* 



gg^g" c08(~g + g^+O+tBin(-eH-g'+n 

Ä* • .Q* ^ 

^ Ä* 



also 



o 2p D p cos fÖ — ö — ö ) 

Ä;* — p* ' 

und auf dieselbe Weise 

sin «m 26i = 2.>,>"sin(9--y-n ^ 

ft "~~ p 

cos aw 2 a = - 






cos am 2hl == ^ ,g ^ ^ • 

fC ■"" p 



Demnach 



2pp> 



tg am 2a =^,,^£^ cos (e-O'-O, 
tg am 26J = ^^fyi sin (ö - fi-- 9") • 



Setzt man aber 



99 



g =tga, 
so ist 

^9Q'9 " _fj,o« ^9 9 q' —sin 2a 

-Tzr^-^2 — tg ^a, p« + p« p"* — ^^^ ^"^ 
also , wenn man sich erinnert, dass (§ 8) 

tg am 2bi = i sin am (26, ä') 
ist, 

tg am 2a = tg 2a cos (Ö — ö'— ö"), 
sin am (26, fc') = sin 2a sin (ö — ö' — ö"), 
wodurch a und 6 gegeben sind. 
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§ 70. 

Zur Erledigung aller im vorigen Paragraph aufgestellten 
Fälle bedürfen wir jetzt der Kenntniss der Functionen JB, Z 
und ® für imaginäre Argumente. Ehe wir aber zur Ermitte- 
lung derselben übergehen, haben wir zuvor einen wichtigen 
Satz abzuleiten, der von den vollständigen Integralen der 
ersten und zweiten Gattung gilt und von Legendre herrührt. 
Bezeichnen nämlich K und K' die vollständigen Integrale der 
ersten Gattung mit den Moduln h und Ä', ferner E und E' 
die vollständigen Integrale der zweiten Gattung mit denselben 
Moduln, so hat Legendre"*^) bewiesen, dass 

(A) ... K'E+KW - KK' = ^ 
ist. 

Wir betrachten K und E als Functionen von Ä^ und 
suchen zunächst ihre Dififerentialquotienten nach Tc^ auf. Dazu 
sei der Kürze wegen 

gesetzt, sodass c + c =^ 1 ist. Dann ist auch 

de ^• 

Man bemerke zugleich, dass, wenn f{c) eine beliebige Function 
von c ist, man 

dficji ^ _ dfic) 
de de 

hat. Endlich merke man auch gleich die Formel 
d {ec') 



-K 



-de ^-^- 



Nun ist 



2 2 

K = f ^'^- — = ß^ , 

J V \ — e ein^ qp J ^ cp 



H — 

2 2 

E = I y l — c sin? (p dq) = j ^q),d(p,. 



*) Legendre y Exercises du calcul integral. I. p. 61 ff., und Trait^ 
des fonctions elliptiques. I. Chap. XII. XIII. 
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und analog 



n 
T 





Daraus folgt 



n 
2 

dK 

de 



2 2 

j rän^q) d(p , dE . /*8in*qp_dqp 



um diese Integrale durch K und J? auszudrücken ^ setze man 
im ersten 

sin2 9) = — ^.--^ , 

so erhält man n n 

~2 2 

, de 2k^J J^tp 2lc^J J<p ' 
Nun fanden wir S. 72 



72 

/cZ<p Ä;* sin «p cos <p , J?| («p) 



Demnach ergiebt sich 

T 



*) Diese Formel ergiebt sich einfacher mit Hülfe der identischen 
Gleichung 

, sin qp cos <p 1 — 2 sin* cp + ^' »io* <p , 

dq) d^ cp 

aus welcher folgt 



/ 1 — 2 sin* <p + Jt' sin* cp , fsin tp cos qpl 



Setzt man darin k^ sin* <jp = 1 — ^ 9 , so erhält mau 





Durögre, eUipt. Functionen. S. Aufl. 19 
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und dann 

^ ^ de 2cc 2c' 

Der Ausdruck für ^- ergiebt sich unmittelbar aus der 
§ 19 (32) gefundenen Formel 

sin» y dq> F {(p) — E^ {gi) 

nämlich 

/c\\ dJE E — K 

^^>' d^ — "~27~' 

Aus (1) und (2) ergiebt sich noch 

XON ' d{K-_E) E 
^"^^ ' Tc =2?* 

Man kann nun aus (1) und (2) zwei DiflFerentialgleichungen 

herstellen, von welchen die eine nur K, die andere nur E 

enthält, indem man nämlich beide aufs Neue nach c dififerentiirt 

und dann einmal E, das andere Mal K eliminirt. " Durch 

Differentiation von (1) folgt 

dc^ 2cc ' de 2c« c'« 2c' de "^20^' 

und wenn man darin die Werthe von -j- und -^- substituirt 

de de 

und reducirt 

d^K 2c — c V- c — c -p 

de^ ~ 4c*~c' 2c«c2-^- 

Um nun hieraus E zu eliminiren, zieht man aus (1) 

c — c dK c — c jp c — ^ jr 



cc de 2c* c'« 2c*c' 



d^K , c —c dK ^ K 
dö^ "•" cc de 4c? 



und addirt man dies zur vorigen Gleichung, so ergiebt sich 

oder 

(4) . . . 4co'g + 4(c'-c)g-^ = 0. 

Dieses ist eine lineare homogene Diflferentialgleichung zweiter 
Ordnung, welcher K als Function von c genügen muss. Denkt 
man an die Stelle von K irgend einen andern Buchstaben 
gesetzt, z. B. a;, so ist also x = K ^ine Lösung dieser 
Diflferentialgleichung, aber nur eine particuläre, weil sie keine 



„„„Google i 



f 
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willkürliche Constaute enthält. Nun ist aber leicht zu zeigen, 
dass auch x =^ TS! eine particuläre Losung der nämlichen 
Gleichung ist, d. h. dass K ebenfalls der Gleichung (4) ge- 
nügt. Da nämlic^ K dieselbe Function von d ist, wie K 
von c, so wird die Gleichung (4) ihre Gültigkeit nicht ver- 
lieren, wenn man c mit d und zugleich K mit K vertauscht. 
Demnach hat man auch die Gleichung 

4cc ^ - 4 (c - c) ^^-K = 0. 
de* ^ ^ de 

Nun ist aber, wie oben bemerkt, wegen -g— = — 1 

d(f ~ "" "JT ^^ dc^ ^ de* ' 
folglich ist auch 

4cc'^ + 4(c'-c)^-2r = . .. . (5) 

d. h. es genügt auch K der Differentialgleichung (4). Da 
nun diese linear und homogen ist, so lässt sich auch die 
vollständige Losung angeben, nämlich, bezeichnen a und b 
zwei willkürliche Constanten, so ist 

x = aK+bK' 
die vollständige Lösung der Differentialgleichung 

Ebenso lässt sich auch eine Differentialgleichung für E auf- 
stellen und vollständig integriren, was hier, obgleich es zu 
unserem eigentlichen Zwecke nicht nothwendig wäre, gleich 
mit angeschlossen werden möge. 

Durch Differentiation der Gleichung (2) ergiebt sich 
d^E ^ E—K ■ 1 djE^K) 
dc^ "^ 2c« T 2c * de ' 

fl ( TP 7^ 

und durch Substitution des Werthes (3) von ^^ — - und 

Reduction 

d^E ^^_ l + c ^ 

de* 2e* 4c* e' 

Addirt man hiezu die aus (2) fliessende Gleichung 

c ' de 2c* 2c«' 

19* 



l 
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SO folgt 

d^E? , 1 dE ^ E^ 

dc^ ' c de 4cc ' 



oder 



4c<^'l^+4«'^ + ^ = 0. 



de« ' de 

Dieses ist die Differentialgleichung, von welcher y == E eine 
particuläre Lösung ist, wenn mit y die durch die Gleichung 
zu bestimmende Function bezeichnet wird. Ihr genügt aber 
nicht auch E', man kann jedoch, um eine zweite particuläre 
Lösung zu finden, die Gleichung (1) benutzen, die sich auch 
schreiben lässt 

E = 2cc^+cK. 
de ' 

Setzt man darin nämlich y und x an die Stelle von E und K, 

so ist 

^ ck f dx , / 

y = 2cc ^- + ca;, 

und diese Gleichung kann man benutzen, um aus den beiden 
particulären Werthen von x die entsprechenden von y zu 
finden. Für x = K ergiebt sich nämlich wie natürlich y := E, 
für X = £7 aber erhält man 





?/ = 


2cc ^jf + d 
de ' 


^, 




oder weil 
(6) .... 
ist 

y = 


dK' 

' de~ 


dK" K' 
de'" 2 c' 

- cK + cK 


2ce' 


-E. 


Demnach ist JT 


— E' die zweite particuläre, 


und 




y = a^ 


E+\{K- 


-.E) 




die vollständige 


Lösung 


der Differentialgleichung 



mit den willkürlichen Constanten a^ und h^ . 

um nun zum Beweise der Gleichung (A) zu schreiten, 
kehren wir jetzt zu den Gleichungen (4) und (5) zurück, die 
wir mit einander combiniren. Multiplicirt man nämlich die 
erste derselben mit K und die andere mit Ky so ergiebt die 
Substraction der Producte 



cc 



■(^?#-^^f)+(«--«)(^s-^^^)-»- 
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Bemerkt mau nun; dass 



— K 

c — c = 



dc^ rfc« de 

d{cc) 



de 

ist, so sieht man, dass die vorige Gleichung links ein voll- 
ständiges Differential hat. Bezeichnet daher C eine constante, 
d. h. von c oder W^ unabhängige Grösse, so erhält man durch 
Integration 

\ de d cj 

Substituirt man darin die in (1) und (6) ermittelten Werthe 

d^^ E _K^ dK_^K ^ 

de 2cc' 2c ' de 2c 2ccV 

so ergiebt sich 

Hiemit ist zunächt bewiesen, dass der Ausdruck K'E -\- KE 
— KK einen von dem Modul h unabhängigen Werth haben, 
also einer absoluten Zahl 2(7 gleich sein muss. Um die 
letztere zu finden, kehren wir zu den Integralen zurück. 
Denn da 





ist, so erhält man 

n n n n 

ü 

1t TT 

y 'dfy r dtp 

Weil aber die Variablen (p und ^ von einander unabhängig 
sind, so gehen die Producte der Integrale in Doppelintegrale 
über, und mau hat auch 
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n_ n 
Y 2 



2(7 = 



•// "a^!::?!-' "^"^- 



Dieses Integral muss nach dem Vorigen für jeden Werth 
von k denselben Werth besitzen. Man braucht seinen Werth 
daher nur f ür Ä = zu ermitteln , dann ist 

Ä' = 1 , z/qp = 1 , -J (^, Ä') == cos t ; 
also 

2^ 2 2 

2(7= / / cos j^ d^ d(p = Y I ^os ijj dtlf = Y7 
folglich, was zu beweisen war, 



§ 71. 

Wir gehen nun zur Bestimmung der Functionen Z und ® 
für die Argumente iu, iu -\- K und u + iK' über*). Nach 
der Definition § 19 ist 

tu 

E(iu) =f^^ am z dz, 

u 
oder, wenn man z = iv setzt und die Formel (12) § 8 

. . ^ am (v, Je) 

C08 am (v,k) 
anwendet, 

u 

TP rj:..\ ' r J^ am(Vyk') , 
^ ^ J cos« am {v,k) 



Setzt man darin nach § 3 

^^ am {v, h') = F 4" ^'^ cos^ um {v , ¥) , 
so erhält man 

E {iu) = ik^ f——^^. -I- iJc"^u . 
^ ^ ^ C08* aw (f? , Ä; ) ' 



*) JacoU, Fundamenta nova. § 66 ff. 
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Nach S. 73 aber ist 



j 



— 5 ^ — rrr = ^itgam(Uj Je) jd am (w, ifc') + «i — TiEiu, Je), 



folglich wird 

E (iu) = i tg am (w, 1c) J am (u^ &') — iE(u, 1c) + iu. 
Führt man darin nun die Function Z ein, so ist nach § 63 (14) 

E {iu) = i^u + Z {iu) ; E {u,1c') = ^u + Z (w,i;'). 

also erhält man 

IT JP' * 

i^U'\'Z{iu)=iigam{u,1c)^am{u,1c)—i-^rU-iZ{u,1c')-\-iUy 

(TP TT* \ 

Nun ist nach dem im vorigen Paragraph bewiesenen Satze: 

^ xK. 1 — EK'+ E' K-KK ' _ n 
K '^ K' ^~ KK' ~ 2KK:^ 

folglich wird 

iZ {iu)=^ — tgam{u,1c) ^ am{uJc')'{-^^.'{-Z{u,1c), • (1) 

welches der gesuchte Ausdruck für Z {iu) ist. 

Daraus folgt durch Integration sogleich @ {iu). Es ist 
nämlich § 67 (5) 



also 



und 







tu u 

i"g Vw = A ^""^ ^*' = 'ß ^' • ^ ^^ ' 

^0 

u 

fz {u,1c') du == log l^'^]^ 



ö 

Da nun ferner 

. / 't'n ^ / 7'\ d log cos om(u,k') 
— tg am {u, 1c) J am {Uj Je) = — - — ^ 

ist, so erhält man aus (1) 
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oder 

Hieraus lassen sich zuerst unsere früheren Formeln für 
(ti + iK'^ und (m + 2iir') nochmals ableiten. Durch 
Substitution von u -{- K' für u und nachherige Vertauschung 
von iu mit u ergiebt sich wie oben 

tTtU 

(3) . • .0 (w -t **-^') = "*7^ ^' ^^ ^'^ aw w Ö (w) , 

und wenn man nochmals u -j- iK' statt u setzt, oder auch 
in (2) u -\- 2K' statt w substituirt, 



tnu 



(4) 



@ (w + 2iJ5:') = — -6 ^ ® (t«). 

Durch logarithmische Differentiation folgt dann:' 

Z{u -\- iK') = — 1^ 4- cotg amu J am u + Z (ti), 

woraus auch noch die speciellen Formeln 

S(iK')=0, Z{iK')=oc, 

& {2iK') ®-W = _ i ]/^, Z {2iK') = - ^*) 

fliessen. 

Ein Ausdruck für {iu -{- K) ergiebt sich, wenn man 
in der Formel (8) § 67 

&{u-\- K) = j/^ d amu® {ii) 

iu für u setzt, und ausser der Formel #(2) auch noch die 
Gleichung 

^ , . N J ani (u. Je') 

^ am {xu) = \- ,; 

^ ' cos am (tt, K ^ 

anwendet. Dann wird zunächst 



*) Hienach ist der Druckfehler in § 57. 5) der Fundamenta zu 
verbessern. 
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also wenn man mit ® (0) dividirt und (2) einsetzt 



G (üj 
oder da auch 



_ nu- 



297 



(5) 



ist; 



®{u + K\ Je) = y\ A am (t*, H) & {u, k') 



>k') 



Man bemerke dabei, dass nach (12) § 65 

® (0) = //^, also e (0, Tc) = Z--^- 
und folglich 



(6) 



9(0,X') r kK' 



ist. Substituirt man dies nooh in (5) und (6), so erhält 
man auch 



e{iu-\-K)== j/ ^, e*'* z/ am {u, Ä') @ {u, Tt) 
^'j/'^.e''''' &{u + K',k'). 



(7) 



Nimmt man in den Formeln (5) und (6) die Logarithmen 
und difiFerentiirt, so erhält man Z (iw + Jf), nämlich 



iZ (iu + ^) = "V' + ^ (« + ^'' *') 



2KK 

nu k'* sin am («, k') cos am (u, k') 

2KK' J dm (m, F7 

§ 72. 



+ Z{u,k'). 



(8) 



Nach diesen Vorbereitungen kehren wir nun zu den im 
§ 69 aufgestellten vier t'ällen zurück, und wollen zeigen, dass 
sich der 3'* und 4*' Fall resp. auf den P'*" und 2^'» reduciren 
lässt. Den Ausgangspunct bildet die Grundformel (1) § 67 

n{u,a)^uZ{a) + ilogl^-^^> . . (9) 

Nun war im dritten Fall der Parameter a + iK'] für den- 
selben ist daher 
n in, a + iE') == u Z {a + iE') + \logl^^l-^--'^y{lO) 
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Aus (4) und (3) des vorigen § aber folgt: 

Z {a -\- iK'} == — 2ä: "^ ^^*^ am a J am a -{- Z {a) 

_ __ » Ä (g + u) 

@{a-\-u + iK') = -fz: e sin am (a + ii) (a -+- ti)j 

mitbin da 

®{a — u + iK') = @{u'-a — iK') 

ist; 

1 O (u — a — JK ') *^ (ö^ — y>) , in (a + u) 

^^8 e (!♦ + a + iK') ~ 2K "^ 2ä: 

, « sin am (a — i*) , , G (u — d) 
"f" ^^ sin am (a + ti) + ^^8 ejü~+ä) ' 

Dieses nun in (10) substituirt, giebt 

77 (w, a + iK') = — *^ + ^ ^^% am a ^ am a -]- u Z {a) 
tTTt* , . j sin am (a - i*) , j ^ (t^ -- a) 

und wenn man die Formel (9) noch einmal anwendet, 
(11) n {Uf a -\- iK') = 77 (m, a) + w cotg am a J am a 

'2 o Bin am {a'\-u)^ 

wodurch der erste und dritte Fall auf einander reducirt sind. 

Um nun zur Reductionsformel für den 2**" und 4^*° Fall 

zu gelangen, setzen wir in (9) zuerst a + TT statt a, dann wird 

(12). J7(M,« + g) = «Z(a + .S:) + ilog gg;-;-g - 

Da nun ans (7) und (8) § 67 

ry / I xrv A:* sin am a cos am a , rw r \ 
Z{a^K) = -^^^^ + Z(a) 

@ (a + w + JST) = YY ^ «*w (ö^ + «*) ® (« + w) 
folgte so erhält man 
■r-r f I Tr\ ^' s^Q A''^ ^ COS am a , r^ / \ 

n{u,a + K)^-u -j^^^ \-uZ{a) 

T^2^*'6^a»»(a + ») T^ »*°» »{« + a) 

rr / \ I;* sin am a COS am a 
= i7(«,a)-M ^^j,^^ 

+ iloff— '"-^'•^^. 

' 2 Ö ^ ßjij (o + W) 
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In dieser Formel setze man nun ia statt a, so folgt 

k* sin am ia cos am ia 



n {u, ia + iT) =^ 77 {u, ia) 



J am ia 



, - 1 z/ am {ia — u) 



(13) 



Nun ist aber [(32) § 29] 

Jamiia—u) __ Jamia/iamu-^-h^vmamia co^amia9^namu co^amu 

dcmiia+u) z/amtaz^oww — Äj'sinaw iacosamiasinamttcosawti' 

oder weil nach § 8 

sin am ia = iig am (a, ¥), cos am ia = —7 — rn» 

J am (a , ä;') 
cos am (a, ^') 
ist, 

Jam{ia — w) ^am (a, k') J am u -{- ik^ tg am (a, k') sin am t« cos amu 



J am ia 



Jam{ia+u) 
Da ferner 



]dam (a, Ä^) .ii aw w — i^* tg aw (a, Ä') sin am u cos amw 

4 log — -^-^ = ^ arc tg - 
ist, so erhält man 

j , z/ am (ia — u) . , j^^ tg am (a, k') sin am u cos am mj 

^ °-Jam(ia + «*) ^j Jam{a,Fj * z/ am 1« ) 

Ebenso wird 

^* sin am ta cos am i rt • x.2 ^ ^^ C<» » ^ ) 

z/ am t a z/ am (a , Ä;'} 

Setzt man nun zur Abkürzung 

k^ ig am (a , Jt') 
J am (a, F) 
so wird 



Ä, 



ilog 



J am{ia — u) . ^^^ ,^ ( 
— y, — - — i = % arc tg \ 

d am {la + f*) ^ ) 

Ä;^ sin am ia cos am la 



, Bin am u cos am u 



J amu 



= i^, 



J am ia 

und man erhält durch Substitution dieser Ausdrücke in (13) die 

gesuchte Reductionsformel für den 2^«" und 4*^" Fall, nämlich : 

• T-r/ • I xr\ .Tf/ • \ I >! ± / j sin am tt cos amw\ /^^n 

^77(^^,m + ^=^77(w,^a)+^M— arctg^^J. — ^^^— j- (14) 

Legendre hat die elliptischen Integrale der dritten Gattung, 
je nachdcjn sie dem 1^*«» und 3*®" oder dem 2'*^° und 4*^'' Falle 
augehören, durch besondere Namen unterschieden ; und zwar, 
weil in der Reductionsformel (11) für den 1«*«« und 3*«» Fall 



L 
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ein Logarithmus vorkommt, so nennt er diese Klasse die 
logarithmische {Integrales ä parametre logarithmique)] 
die andere Klasse dagegen, welche dem 2*«° und 4*®"* Fall 
angehört, heisst wegen des in der Reductionsformel (14) 
vorkommenden Arcus Tangens die circuläre (Integrales ä 
parametre drculaire)*), 

§ 73. 

Wir haben oben § 69 gesehen, dass, wenn die Grösse n 
Legendre's selbst imaginär ist, der Parameter complex von der 
Form a-{-ib wird. In diesem Falle kommt also das Additions- 
theorem zur Anwendung, und zwar dasjenige für die Parameter. 
Wir schreiten zuerst zu einer neuen Ableitung" des Adäitions- 
theorems für die Argumente. 

Aus der Formel (9) des vorigen § erhält man 

/7(«,a) = «Z(a) + iIog||j^;, 
■ i7(t;,a) = i.Z(«) + ilog|{^;, 

72 (« + ^, a) = (« + «) Z(a) + i log |AJ±|^, 

und wenn man die letzte Gleichung von der Summe der 
beiden ersteren abzieht: 

n (u, a) + n {v , a) — n {u + V , a) (15) 

, , @ (u — ä) (v — a) €> (u -{-v + a) 

Damit ist die Form des Additionstheorems, wie es in § 35 
abgeleitet wurde, bereits hergestellt; es kommt nur noch darauf 
an, die unter dem Logarithmus stehende Grösse durch elliptische 
Functionen auszudrücken. Dazu bedürfen wir einer Relation, 
die sich aus der Gleichung (3) des § 67 ergiebt. Wir fanden 

^I"^ = Zia) + ^ Z(u - a) ^ i Z{u + a). 

Integrirt man diese Gleichung nach dem Parameter a zwischen 
den Grenzen und a, so erhält man 

a a a a 

J^^^da=Jz{a)da']'{Jz{u-a)da — UZ{u+a)da. 

. ü ' 

*} Legendre, Trait^ des Fonctions elliptiques, III. p. 138. 
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Allein wegen (4) und (5) § 67 ist 



a 

JZ (a) da = ; 



fziu-[.a)da = \ofi^^±fK ■ 



also 

d n{u,ä) jj 1 0(a) - 1 G(u~d) - , (u + a) 



/ 



Andererseits aber hat man nach der Definition der Trans- 
cendenten n 

d n (u, g) k^ sin ama cos am a J ama ein* am u 

du 1 — k^ sin* am a sin* am u ' 

und dieses ist gleich 

d n {u,a) .d log (J — k^ sin aw* a sin* am u) 

d^ — — i J^ 1 

folglich ist auch 

a 

I — du ^a = — ^ log (1 — Jc^ sin^ am a sin^ am u). 

Ü 

Demnach erhält man: 

— *i log (1 — Jc^ sin^ am a sin^ aw m) 

= ^°8 IW ~ * '°S @ (M - a) @ (« + a) + log @ («), 

und wenn man von den Logarithmen zu den Zahlen übergeht: 

(@(u) ©(q)y^^ (9 (w + a)@ {u^ a) 
\ (0) / 1 — Ä* sin* am u sin* am a * 

Mit Hülfe dieser Relation kann der in (15) unter dem 
Logarithmus enthaltene Ausdruck auf zweierlei Weise durch 
elliptische Functionen ausgedrückt werden, von denen die 
eine hier näher ausgeführt werden soll*). Schreibt man statt 
der vorigen Gleichung 

( @ix)@(y )Y^ @{x + y) 0{x^y) ^ 
\ (0) / i — Ä;* sin* am x sin* amy' 



*) Jacöbi, Fundamenta nova. § 54. 
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und setzt darin der Reihe nach 

x=u — a^ \ X A- y = u 4- V — 2a, 

sodass 
y=^v — a, X — y = u — v, 

X == u -\- a, x-\-y = u-^v-j- 2a, 

y = v-\-a^ X ~ y = ti — v, 

X = u -^ V — a, x-\- y =^i -\- V, 

y = a, X — y = u -\- V — 2a^ 

X = u -^ V -\- a, X'^y = u-^v + 2ay 

y = a, X — y^=u + v, 

so erhält man , 

f @ (U'-a)&{v — «) Y^^ eiu — v)&(u + V'- 2a) 

\ (0) / 1—^2 sin* am {u — a) sin« am Xv — a) ' 

/© iu + a)@{v + «) y^^ (u — v) (u + V + 2a) 

\ 0(0) ) \ —k^ sin* am {u + a) sin* am {v + a) ' 

f @(a) @{u + v — a) Y {u -^ v) @ {u + V ^2a) 

\ 6) (0) / 1 — ^'* sin* am a sin* am (t* + 1? — a) ' 

( 0(a) ©{u + v + af v^ 0{u + v)0{u + V'^2a) 

\ (0) / 1 — Ä;* sin* am a sin* am {u -\- v -{- a)^ 

und wenn man das Product aus der ersten und vierten Gleichung 
durch das der zweiten und dritten dividirt und die Wurzel 
nimmt: 

{u — a) [v — a) (u -^v-Y a) 
(u + a) {V + a) {u-\-v — a) 

-l/i—k^^in^am{u-\-a)%m^am{V-\-a) 1 ^^* sin* am a sin* am (^+t?~-a) 

r 1— Ä* sin* am (w—a) sin* am («;--a)* 1—Ä;* sin* am a sin* am (i*+t?+«) ' 
Durch eine ziemlich complicirte Rechnung, welche sich iäi 
§ 54 der Fundamenta vollständig ausgeführt findet, kann man 
diesen Ausdruck auch in den im § 35 gefundenen: 
,^ /.x 1 — Ä* sin am a sin am t* sin am v sin am {u + v — a) 

^ '1 -f^Ä* sin am a sin am i« sin am v sin am (t* + v -j- «) 
verwandeln. 

Aus dem Additionstheoreme für die Argumente (15) er- 
giebt sich das für die Parameter «lit Hülfe des Satzes von 
der Vertauschung des Arguments mit dem Parameter (,§ 67). 

Wir fanden dort (2) 
(17) . • n{u,a) = u-Z{a)- aZ{u) + n{a,'u). 
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Demnach ist auch 

n («, b) = uZ(b) — bZ{u) + n {b, u). 
Hieraus folgt durch Addition: 
il (m , a) + 27 («, 6) = « [Z (o) + Z (6)] — {a + b) Z («) 

+ 77 (a, «) + i2 (jb, u). 
Darin kann man nun die beiden letzten Glieder nach (15) 
vereinigen; wendet man auch zugleich das Additionstheorem 
der zweiten Gattung an [(6) § 67] , wonach 
Z(a) + Z(i) = Z{a-\-b)'^ Tc^ sin am a sin am h sin am (a+ 6) 
ist; so erhält man 
n{u,a) + n[Uyh)^uZ{a+h)-\'uTi^QmamaBmamhÄTLam{a+h) 

-(a+t)ZM+n(a+M)+ii.g i;:;:;i',t;:iia^* g. 

Allein wegen (17) ist auch. 

w Z (a + 6) -- (a + 6) Z (m) + 71 (a + 6, w) = 77 (w, a + 6) . 

Demnach wird 

n(u, a)+n{u, 6)= 77(m, a+6) + wä^ sin am a sin amftsin am{a+b) 

4- 1 loa ^ ^^ -u)@{h-u)& (a + h + u) 
■T" * '""^ (9 (a + w) (& + w) (a '+ 6 - u) 

oder, wenn man in dem Ausdrucke (16) a mit u und 6 mit v 
vertauscht, 

n{Ufa)+n{u,b)==n{u,a+h)+uJc^smamasmambsmam{a+b) 
V , 4 1 1 — k^ %m am u sin am a sin am h sin am {a -\-h — u) 
■" 2" ö X :jr^« gjn ßjij tt sin am a sin am h sin am (a + 2^ + ^) ' 

und hierin besteht das Theorem für die Addition der Para- 
meter. 
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Anhang. 

Neunzehnter Abschnitt. 

Ueber die Bewegung des sphärischen Pendels. 

§ 74. 

Als ein grosseres Beispiel für die Anwendung der 
elliptischen Functionen^ und namentlich ein solches^ bei 
welchem auch die Transcendenten der zweiten und dritten 
Gattung eine Rolle spielen, soll im Folgenden die Bewegung 
des sphärischen Pendels, d. h. die Bewegung eines Punktes, 
der, allein von der Schwerkraft getrieben, auf der Oberfläche 
einer Kugel zu bleiben gezwungen ist, untersucht werden. 

Es sei der Mittelpunkt der Kugel, oder der .Aufhänge- 
punkt des Pendels, der Anfangspunkt eines rechtwinkligen 
Coordinatensystems, dessen positive ^-Axe mit der Richtung 
der Schwere zusammenfällt. Bezeichnet dann r den Radius 
der Kugel oder die Länge des Pendels, g die Acceleration der 
Schwere und 'N den Druck, den der materielle Pimkt (dessen 
Masse der Einheit gleich angenommen werden möge) auf die 
Oberfläche der Kugel ausübt, so ist 

(1) x^'^y^-\-z^ = r^ 

die Gleichung der Kugel, und ferner 



(2) 



^ —isry 

= N -+_g 



\dt^ ~ ^' r 
die Differentialgleichungen der Bewegung (t bedeutet die Zeit). 
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Multiplicirt man die DiflFerentialgleichungen resp. mit 2 ~, 
2 ^^, 2^, so erhält man durch Addition: 

Q dx d^x . Q dy d^.^dz d^z 
dt ' dt^ "^ dt ' dW ~^ dt ' d¥ 

^ N ( dx . dy , dz\ . o dz 

^^TK^'di+yM + 'diJ + ^ffrt' 

und da vermöge der Gleichung (1) 

dx , dy t dz' ^ 

ist, durch lutegration 

(ff y+(r?) + (!-•)'= %» + «;■ ■ -c« 

"WO c eine willkürliche Constante bedeutet. Diese Gleichung 
enthält den Satz der lebendigen Kraft. Eine zweite Integral- 
gleichung liefert der Flächensatz für die xy -Ebene: Multi- 
plicirt man nämlich die erste der Gleichungen (2) mit y, die 
zweite mit x und subtrahirt, so kommt 

d^y d^x ^ 

^di^^^d¥ — ^' 

und man erhält daher durch Integration, wenn c eine zweite 
willkürliche Constante bedeutet, 

dy dx , ... 

Wir führen jetzt Polarcoordinaten ein, indem wir 

X = r sinilf cos g), j/ = r sin ^ sin 9?, ^ = r cos ^ 

setzen, sodass ^ die zwischen und tc genommene Neigung 

des Pendels gegen die positive ^-Äxe (die Verticale), und 

<p den Winkel bedeutet, den eine durch das Pendel und die 

;^-Axe gelegte Ebene mit der a?;8?- Ebene bildet. Man erhält 

hieraus durch Differentiation 

dx , dib . , . dw 

— =z r cos ^ cos 9? ^ — r sm ^ sm 9? ^, 

dy , . dib , . , dw 

^ = r cos ^ sin 9? -^ -f- r sm ^ cos 9? ^, 

dz . , dib 

dt — »■ «'^ ^ d?' 

und durch Substitution dieser Ausdrücke in die Gleichungen 
(3) und (4) 

DurSge, ellipt. Functionen. 3. Aufl. 20 
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r^ (dt) + ^^ ®^^^ * \ft) == %^ cos V' + ^^ 

Dividirt man beiderseits mit r^ und setzt zur Abkürzung 

so folgt 

(5) sin^^^J^C, 

und wenn man den daraus hervorgehenden Werth von -,y in 
die erstere Gleichung substituirt: 

Hieraus ergiebt sich alsdann 

(7) . . ät sin t^ dt/, 



/(y cos V^ +.4) sin2^ ~ C 
und wenn man diesen Werth in (5) substituirt: 
(8) . . dq> C^siniM^ 



sin2 ii,y^co8il;+ ä\ sin^ ^ — C^ 

Um die willkürlichen Constanten Ä und C durch Grossen 
auszudrücken ; welche eine mechanische Bedeutung haben^ 
nehmen wir an, das Pendel befinde sich zur Zeit ^ = in 
der a?jef-Ebene, sodass für ^ = auch (p = sei, die zu 

derselben Zeit stattfindenden Werthe von ^, -^ und -^ aber 

seien resp. ^q, ^i/q und (p\] dann erhält man aus den 
Gleichungen (5) und (6) 

ü = sin2^o9o; 

Ä = (^^0)' + sin^ to {<P\y - y cos ^0- 



(9) 



Denkt man sich nun die am Anfange der Bewegung statt- 
findende ganze Geschwindigkeit v in zwei rechtwinklige Com- 
ponenten u und w zerlegt, die eine, u, in der a;;e^- Ebene und 
senkrecht zum Radius, die andere, w, parallel der horizontalen 
:z;y- Ebene und ebenfalls senkrecht zum Radius, so ist 
u = r xI/q, w = r sin ^q 9?'o, 
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und durch diese Geschwindigkeiten ausgedrückt^ wird 



r ' 



-^ cos V^j, = ^ — -^ cos V^o' 



(10) 



Den Winkel ^„ lassen wir vor der Hand noch unbestimmt, 
um späterhin die zweckmässigste Annahme für ihn treffen 
zu können. 

Integrirt man nun die Gleichungen (7) und (8) von t = i) 
an, so erhält man 

, /* sin t/; dtjj 

/ j/?^ cos t/; + A^ sin« t/> - C« 

• Vo 

/^ /^ sin -0 cf -0 

/ sin« iI>t/ l^- Q0% tp + A\ sin' ifj — C^ 



(11) 



§ 75. 

Um die vorstehenden Integrale, welche elliptische Integrale 
sind, da die Variable cos ip unter dem Wurzelzeichen in der 
dritten Potenz vorkommt, auf die Normalform zu bringen, 
müssen wir nach den Lehren des Iir«" Abschnitts zuvörderst 
untersuchen, ob die cubische Gleichung, welche entsteht, 
wenn man den unter dem Wurzelzeichen stehenden Ausdruck 
gleich Null setzt, eine oder drei reelle Wurzeln besitzt. Da- 
bei bemerke man aber, dass wegen der aus (7) folgenden 
Gleichung 

sin ^ -^ = y (— cos ^ + A\ sin^ t — C^ 

diejenigen Werthe von ^, für welche die Wurzelgrösse ver- 
schwindet, zugleich Maxima oder Minima von ^ sind, weil 

für sie auch der Differentialquotient -^ zu Null wird. 
Die Grösse unter dem Wurzelzeichen giebt entwickelt 

— ^^^|cos^ ^ + 27 ^^^^ ^ — cos ^ ^Tg^^ — C^)| • 

20* 
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Setzt man dann der Kürze wegen ^ i 

(12) . . .cos^ = a;, 7^=^; Tg^^' 

(13) . . . a:3^^^2__^_|. (j _ ^)=^2/, 

so ist 

y = 

die zu untersuchende cubische Gleichung, und 

(14) sin^^,t=/^^- 

Stellt man sich die Gleichung ( 13) als die Gleichung einer 
Curve vor (Fig. 18), so kommt die Frage, ob die Gleichung j/ = 
yj jg eine oder drei reelle 

Wurzeln hat, darauf 
zurück , zu unter- 
suchen, ob die Curve 
die Axe der x ein oder 
drei Mal schneidet. 
Lässt man nun x von 
— cx) an wachsen, so wächst auch y von — 00 an und er- 
reicht für ic = — 1 den Werth 6, welcher, wie man aus (12) 
sieht, positiv ist. Daher verschwindet y nothwendig einmal 
für einen Werth von x, der zwischen — cx) und — 1 liegt. 
Dieser Wurzel der Gleichung ^ = gehört jedoch kein 
Maximum oder Miniraum des Winkels ^ an, weil hier der 
Werth von x oder cos ^ ein unechter 'Bruch ist, demselben 
also überhaupt ein reeller Werth von ^ nicht entspricht. Aus 
dieser Bemerkung ersieht man, dass der Beweis, den Lagrange 
im Art. 16 der S^^*" Section im 2^«" Theile der Mtcanique 
anälytique für die Realität der drei Wurzeln der Gleichung 
y = giebt, nicht stichhaltig ist. Er sagt nämlich: die Natur 
des Problems lehrt, dass ein einzelnes Maximum oder Minimum 
des Winkels ^ nicht stattfinden kann, sondern dass auf jedes 
Maximum ein Minimum, und umgekehrt, folgen muss. Da 
nun die Gleichung t/ = 0.als cubische Gleichung jedenfalls 
eine reelle Wurzel hat, so muss sie auch eine zweite reelle 
Wurzel haben, und daher müssen alle drei Wurzeln reell sein. 
Er setzt bei diesem Beweise stillschweigend voraus, dass jeder 
reellen Wurzel auch ein reelles Maximum oder Minimum des 
Winkels ^ zugeh'öre. Wäre diese Voraussetzung richtig, so 
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würde gegen obigen Beweis nichts einzuwenden sein; allein, 
wie wir gesehen haben, ist sie nicht richtig; es könnten da- 
her die beiden anderen Wurzeln immerhin noch imaginär 
sein, d. h. es könnten bei der Bewegung des sphärischen 
Pendels gar keine Maximal- oder Minimalwerthe des Winkels ^ 
vorkommen, wie dies z. B. bei dem ebenen Pendel der Fall 
ist, wenn dasselbe um die ganze Peripherie herumschwingt. 
(Vgl. § 5.) 

Man kann aber auf andere Weise zeigen, dass dieser 
Fall in der That beim sphärischen Pendel nicht vorkommt, 
dass vielmehr die Gleichung y = immer drei reelle Wurzeln 
hat, von denen die zweite einem Maximal- und die dritte 
einem Minimalwerthe des Winkels ^ entspricht. 

Da nämlicb y zuerst (von x =^ — oo anfangend) negativ 
ist, an der Stelle ^r = — 1 aber positiv geworden ist, so ist 
klar, dass die Curve die Axe der x aufs neue schneiden wird, 
die Gleichung y = also drei reelle Wurzeln haben muss, 
wenn y für Werthe von x, die grösser als — 1 sind, wiederum 
aus dem Positiven in das Negative übergeht. Dass dies aber 
wirklich eintritt, zeigt die Gleichung (14) 

denn diese lehrt, dass ^ nur für solche zwischen — 1 und -|- 1 
liegenden Werthe von x^ für welche zugleich y negativ ist, 
reelle Werthe annimmt. Demnach hat die Gleichung 2/ = 
in der That drei reelle Wurzeln, und da für ^ = -j- 1, 
y wieder positiv, nämlich gleich 6 wird, so entsprechen den 
beiden letzten auch reelle Werthe von ^. Zugleich ist er- 
sichtlich, dass nur der zwischen den beiden letzten Durch- 
schnittfepunkten M. und IS der Curve mit der Abscissenaxe 
(Fig. 18) liegende Theil der letzteren diejenigen Werthe von x 
enthält, deren entsprechende Werthe von ^ während der Be- 
wegung wirklich eintreten. Hieraus folgt denn ohne Weiteres, 
dass dem Punkte M der kleinste Werth von Xy also der 
grösste von i^, und dem Punkte ^ der grösste Werth von x 
oder der kleinste Werth von ^ angehört. 

So sehen wir denn, dass der Winkel ^ während der Be- 
wegung des sphärischen Pendels einen grössten und einen 
kleinsten Werth erreicht, jener möge mit a, dieser mit /3 be- 
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zeichnet werden. Jener entspricht dem höchsten, dieser dem 
tiefsten Punkte, den das Pendel während der Bewegung er- 
reicht. Um zu erfahren, ob diese Punkte auf der unteren 
oder oberen Halbkugel liegen, müssen wir unterscheiden, ob 
die Grösse b — a positiv oder negativ ist. Die folgenden 
zusammengehörigen Werthe von x und y: 
a;=: — oo, i/= — cx), 

ÄJ = — 1, y = i, 

X = 0, y = h — a, 

^ = cos ^o> y = — {g sin2 ^0 (t\y, 

zeigen, dass, wenn b — a positiv ist, die beiden letzten 
Wurzeln der Gleichung y = zwischen und + 1 liegen, 
wenn dagegen b — a negativ ist, die eine zwischen und — 1 , 
die andere zwischen und + 1 enthalten ist. Demnach liegt ß 

(der kleinste Werth von ^) in jedem Falle zwischen und -^ , 
dagegen a (der grösste Werth von ^) liegt zwischen und ~ 

oder zwischen ^ ^^d tt, jenachdem b — a positiv oder negativ 

ist. Nun erhält man aber aus den Ausdrücken (12) und (10) 
j sin* ipQ w^ 




«== -Tfi^ cos 1^0, 



, , W* + tu* cos* tfrn 

6 ^ a = cos ^0 2jF~ 

Daher hat das sphärische Pendel seinen tiefsten Punkt stets 
auf der unteren Halbkugel, und es bleibt auch fortwährend 
in derselben, wenn 

W« + W^ cos* t/>o ^ C) , 

^ ^' < 2 g cos ^oJ 

ist dagegen 

t** + tt?* cos* -00 ^ c) , 

-—^—7 > ^9 cos ^0; 

so hat es seinen höchsten Punkt in der oberen Halbkugel. 
Nimmt man nun für den Augenblick an, dass das Pendel 
seine Bewegung aus dem tiefsten Punkte beginne, dass 
also fQ=^ß sei, so verschwindet, weil cos ß eine Wurzel der 
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Gleichung 2/ = ist, wegen (14) der DiflFerentialquotient ■— *), 

demnach ist auch die Com'ponente u gleich Null, und die 
obigen Ungleichungen verwandeln sich in 



tu* 
r 



cos ß < 2g. 



Nun repräsentirt w in diesem Falle die ganze Geschwindigkeit, 

- - also die Centrifugalkraft, und — cos ß die verticale Com- 

ponente derselben; man kann daher den Satz aussprechen: 
Das sphärische Pendel gelangt während der Be- 
wegung in die obere Halbkugel, oder bleibt fort- 
während in der unteren, je nachdem im Augen- 
blicke des Durchganges durch den tiefsteii Punkt 
die verticale Componente der Centrifugalkraft 
grösser oder kleiner als die doppelte Schwere ist. 
Die beiden Wurzeln cos a und cos ß der Gleichung y = 
können auch einander gleich werden, dann fallen die beiden 
Punkte M und N (Pig. 18) zusammen, und die Curve berührt 
nur die Abscissenaxe. Der Spielraum für die bei der Be- 
wegung eintretenden Werthe von ^ reducirt sich dann auf 
einen einzigen Werth 



t = 



ß 



Fig. 18. 




d. h. der Winkel ^ ist 

während der ganzen 

Bewegung constant, 

das Pendel beschreibt 

also auf der Kugel 

einen kleinen Kreis. In der That wird jetzt y für reelle 

Werthe von^ nichtmehr negativ, sondern erreicht nur den Werth 

Null, daher muss während der ganzen Bewegung wegen (14) 

-^ =» Null sein. Hieraus folgt zunächst, dass ia = ist. 

Weil aber die Gleichung y = zwei gleiche Wurzeln hat, 

so muss auch ^ verschwinden, man hat also 

3 cos^ ^ -f- 2ö cos ^ — 1=0; 



dy 
dx 



*) sin 'tf} kann nicht Null sein, da cos ip die Werthe + 1 oder — 1 
niemals erreicht, das sphärische Pendel geht daher niemals durch die 
Verticale. 
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und substituirt man darin den für it =>0 sich ergebenden 
Werfch 



so erhält man 






9 rg sin* ^tb 



cos ii> 

Die Bedifigungen für das Entstehen der kreisförmigen Be- 
wegung sind daher 

M =«= w^ = -^ .— , 

cos 'Iff ' 

woraus zugleich hervorgeht, dass eine solche Bewegung nur 
in der unteren Halbkugel stattfinden kann. 

Schreibt man die letztere Gleichung in folgender Form: 

— ; — cos T^ = ö sm ^, 

und bedenkt, dass r sin ^ der Halbmesser des kleinen, vom 
Pendel beschriebenen Kugelkreises, 

r sin 1/; 
also die Centrifugalkraft in Bezug auf die Verticale als 
Rotationsaxe genommen, 

cos ip und ^ sin ^ 



r sm ip 

aber die auf dem Kugelradius senkrecht stehendenden Com- 
ponenten jener Centrifugalkraft und der Schwere sind, so 
kann man folgenden Satz ablesen: Das sphärische Pendel 
bewegt sich kreisförmig, wenn erstens die anfäng- 
liche Geschwindigkeit horizontal gerichtet, und 
zweitens die auf dem Kugelradius (dem Pendelfaden) 
senkrecht ste h ende Componen teder auf die Verticale 
als Rotation saxe bezogenen Centrifugalkraft gleich 
der nach derselben Richtung genommenen Com- 
poneute der Schwere ist. 

§ 76. 

Es sollen nun die Winkel a und ß statt A und C als 
willkürliche Constanten eingeführt werden^). Dies geschieht 

*) Lagrange j Mäcanique analytique. II. Sect. VIII. § 1. 
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leicht mit Hülfe der ciibischen Gleichuug y = 0, von welcher 
cos a und cos ß zwei Wurzeln sind. Denn da der Coefficient 
von X in derselben = — 1 ist, so muss, wenn die dritte 
Wurzel für den Augenblick mit | bezeichnet wird, 

cos a cos /5 + S ^s a + g cos /5 = — 1 , 
also 

«. 1 + cos €t COS ß 

' cos a + cos ß 

sein. Demnach ist 

y = (cos t — cos ß) (cos t — cos «) ^cos t + ^c£^"^^)* 

Alsdann folgt, weil a die Summe und b — a das Product der 
drei Wurzeln, mit entgegengesetzten Zeichen genommen, ist, 

[I o l+cosacosß"! 1— cos»a— cos'ß— cosacosfl 
cosa + cosp — — i — ^ ==- .-— ^ , 
' '^ cosa+cosp J cosa+cosp ' 

, cos a cos ß (l + cos a cos ß) 
cos a + cos ß ' 

mithin 

^ 7 L"^???! ** "~ ^^^* P + ^*^** " ^^^^ P ®^^' ^ ^^^* P 

cos a + cos ß cos a + cos ß 

Demnach ist auch 



j 2£ 1 — cos* et — cos* p — cos a cos ß 

r ' cos a + cos p 



■^ = /t 



sin a sin ß 



(15) 



J^ cos a + cos ß 
und die Gleichungen (11) verwandeln sich in folgende: 

sin tf; dtp 



-^Ify:. 



- (cosi/; -COS (3) (cos ip^coscc) (costl>+ l+co8cgcosp> 

\ cosa+cosp^ 



9> 



/ 



sin a sin p 
J^cos a + cös^ 

sin tjf dij) 



■ - 7/ r /,. , ^ / . 1 + cos a cos ß\ 

8in«t/^ ^ — (cost^ -cosP) (C0S1/» —cos a)l cos t/> + cosa + cosp ) 

Zur Reduction dieser Integrale auf die Normalform be- 
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dienen wir uns der im § 22 erläuterten Substitutionen der 
zweiten Ordnung. Setzt man der Kürze wegen 

, o 1 H- cos a cos ß 

COS ^ = a;, cos p = a;, , cos a = a?«, ^ — \ ^ = x^, 

"^ * ' ^ ' cos a + cos p ** 

sodass 

X^> X2> X^> —OOf 

so ist das zu transformirende Integral das folgende: 

dx 



-ff 



(16) 



y^(x — XiYlx — Xf) (X — Xi) ' 

und die Integrationsgrenzen liegen zwischen den beiden auf 
einander folgenden Wurzeln x^ und a?2- Nun giebt es, wie 
§ 22 gezeigt worden ist, immer zwei Substitutionen, die sich 
dadurch unterscheiden, dass, wenn die Variablen der ent- 
stehenden Normalformen mit a und o bezeichnet* werden/ 
X und sin^ (o gleichzeitig abnehmen, x und sin^ ö aber nicht. 
Man hat daher folgende entsprechende Werthe der Variablen: 

abnehmende Werthe vona:: ^u ^2» ^3> + ^^; 

zunehmende „ „ sin^ <y: 0, I; t« + oo, 

abnehmende „ „ sin^öj: 1, 0, + co, ^• 

Bedient man sich nun der Formeln (41), (44) und (45) 

des § 22, so hat man zu setzen: 
bei der ersten Substitution p = ar, , gr = a^j , r* = a;.j , s = (x>, 
„ „ zweiten „ p=^X2j q = Xiy r = 00, s = x.^. 

Demnach erhält man für beide Substitutionen 

Xi — x^ 

und dann bei der ersten Substitution 

•5^ X — Xt ^ o ^ X — Xi ytl ^ X — X» 

Xf — Xi^ Xi~- Xf' Xi — x^^ 

dx 2 da 

~ V— {X — x^ (ä — x^ {x — x^) ^ Vx^ — x^ ^^ ' 

und bei der zweiten Substitution 

• 9 Xt — X» X~^ X% 1 X — Xt 

Xx — Xf oj — iCg Ä* X — aJa' 

dx 2 dm 



K— {X — X^) {X — Xi) (je — a?8) Vxx — x\ ^® 

Uebrigens ist sogleich ersichtlich, dass man auch hat 
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sma) = ^^ (17) 

Durch (K und ß ausgedrückt, geben nun diese Formeln 



Ä* = . 



COS* ß — cos* a 






1 + 2 costf cos ß + cos' « 
1 + 2 cos a cos p + cos* ß ' 



' 1 + 2 cos a cos ß -\- cos* ß 
und dann bei der ersten Substitution: 

cos ^ = cos iJ — (cos iJ — cos a) sin^ <? , sin^ ö =i= ^^^^"" — — 
^ ^ '^ "^ ' cos^— cosa 

a 

, o 7/jü y / COS p + c os tt l*d<r 

r 'igr l + 2cosacosß + cÖ8*|J J Fä' 

und bei der zweiten Substitution 

1 cos 'tff — cos a 



(18) 



(19) 



sin' o 



cos ^ + 



1 + cos a cos ß ' 
cos a + cos ß 



t 



= -2/1/1+1 



cos ß + cos 



1+2 cos« cos p + 



a i d CO 

|-C08*P ^ ^' 



(20) 



wobei 0Q und cOq die den Werthen ^ = und ^ = ^^ ent- 
sprechenden Werthe von und o bezeichnen. 

Der Winkel q> wird durch ein Integral von der Form 

dx 



/ö 



(1 — x^) V— (X — Xi) [X — Xf) {X — a?3) 

bestimmt. Dasselbe zerlegt sich in die beiden elliptischen 
Integrale dritter Gattung 

^ f — ^ , ■^__, — 

J (l + x) V— {X - a?,) {x — x^) {X — x^) 

+i. r ^^ 

J (l — x) V— (a; — a?,) (a? — a;«) (a; — x^) 
Da diese nach der Transformation die Form 

f{ü)dü 



ß 



(1 + w sin* ff) da 

annehmen, so hat man für diejenigen Werthe von sin'^ ö 

zu setzen, welche resp. den Werthen — 1 und + 1 von x 
entsprechen. Bezeichnen wir nun die Legendre'schen Para- 
meter bei der ersten Substitution mit n^ und Wj und bei der 
zweiten Substitution mit m^ und m^, so erhalten wir: 
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erste Substitution 



für X = — 1 wird sin* ^ = — 



y, ^ = + 1 



sm' a = = 






a?i — 1 ^ 
^1 — ^2 ' 



zweite Substitution 

für X == — 1 wird sin^ ö = = -,^ • t-4-^ • 

1 1 i—X2 



„ iz; = + 1 



sin'^ ü = — 



»?2 fc* 1 — iCj 

Erinnert man sich nun, dass x^ und o^j zwischen + 1 
und — 1 lagen, ^3 aber < — 1 war, so kann man das Schema 
(16) in folgender Weise erweitern: 

abnehmende Werthe von x: + 1, rc, , ^^2; ~ ^; ^3; HF ^ 

zunehmende Werthe von sin^ ö: ,0, + l, ? 1:7» + 00, 

abnehmende Werthe von sin^ o: 
und sieht dann sofort, dass 



1 1 n 1 -r 1 



w, zwischen -- 1 und — P 



W2 











m^ 



1 „ -F 



liegt. Hienach gehören bei beiden Substitutionen die ellip- 
tischen Integrale dritter Gattung derjenigen Klasse an, welche 
Legendre integrales ä parametre circulaire genannt hat. (Siehe 

Die wirkliche Transformation der in Rede stehenden Inte- 
grale ist nun leicht; nach einigen Reductionen erhält man: 

erste Substitution 



(21) 



(p = 



sin a sin ß 



i 1. r da 

^ } 1 + cos ß J (1+n, sin^a) 



^a 



jf^l + 2 cos a cos ß -|- cos' 

+ __J___. /•_ ^'L -J 

• 1 — cos (3 f (1 + % sin^ a)Ja) 
cos ß — cos a 



W, = 



1 + cos (3 ' 



, cos ß — cos a 

"1 1 — cos P 5 
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zweite Substitution 

et) 

*(D dco 



sin a sin p ( ^ /* ^^^ 

^~ yr+2 cöT« cöfß+cö^ß I i^+co8 cc J (T+tWi^i 

Wo 
(U 

' 1 ^ cos a / (1 



sin* (o) dm 
d^cn den ) 



+ fWj sin* (o) Jco) 






(1 — cos a) (1 — cos (5) 



(1 + cos a) (cos a -|- cos ß) ' 

(1 -f- cos a) (1 + cos^ß) 
(1 — cos a) (cos a -{- cos /jj 



§ 77. 



(22) 



Wir werden uns nun in der Folge bei dem Winkel ^ 
ausschliesslich der ersten Substitution, als der einfacheren, 
bedienen; bei dem Winkel cp jedoch wird sich zeigen, dass 
die erste Substitution in vielen Fällen unbrauchbar wird, und 
daher die zweite angewendet werden muss. 

üeber den bis dahin noch willkürlich gelassenen Wiukel 
^y , welches der Werth des Winkels ^ zur Zeit ^ = war, 
wollen wir nun so verfügen, dass die unteren Grenzen der 
auf die Normalformen reducirten Integrale, a^^ und o^, ver- 
schwinden. Alsdann zeigen die Formeln (19) und (20) des 
vorigen Paragraphen, dass man bei der ersten Substitution 
^^j = ß und bei der zweiten Substitution il)^ = a anzimehmen 
hat, d. h. also, dass man bei der ersten Substitution an- 
nimmt, das Pendel beginne seine Schwingungen aus dem 
'tiefsten Punkte, bei der zweiten dagegen aus dem höchsten 
Punkte. 

Setzt man nun 



a 
J Ja. 



u. 



sodass 



a == amu 



ist, so wird nach (19) unter der Voraussetzung 6q = 0: 



*-^/Lf, 



cos ß + cos a 



+ 2 cos a cos ß + cos* /3 
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oder^ wenii man der Kürze wegen 

(23) 2 7/^7/ oosP+cos^. '~ ^ , 7/ 2^ ~ _ ji/ 

^ r 2gr l+2co8ac<»P+co8»jJ '*' r ^(cosß— cos«) ^ 

setzt, 

Bezeichnet man ferner mit T die halbe Schwingungsdaaer, 
d. h. die Zeit, in welcher das Pendel vom tiefsten Punkte 
zum höchsten gelangt, so erhält man, weil nach (19) für 

^ = /3, <y = 0, und für ^ = a, <y = v ^^*> 

Demnach kann man auch setzen 

m — j^y te — jg: — -^, 
und erhält 

Dies nun in (19) substituirt, liefert den Winkel ^ als Function 

der Zeit ausgedrückt: 

Kt 
cos ^ =a COS /3 — (cos ß — cos a) sin^ am -^ 

= cos ß cos^ am -^ + ^^^ a sin^ am -^y 
worin nach (23) der Coefficient ^ auch den Werth 



^ 



?-/^ 



ff(cosp--cosg) 



2rÄ:« 

hat. In der vorigen Formel wächst das Argument der Am- 
plitude um Z", wenn ^ um T wächst, daher ist 

sin^ am — ^—jn = sin^ am -^ 

und 

sin^ am — ^—^ — = sm^ am — -^^—^ • 

Hieraus geht hervor, dass die Bewegung in der Art vor sich 
geht, dass der Winkel ^ genau in der umgekehrten Reihen- 
folge der Werthe von a bis ß abnimmt, wie er von jS bis a 
gewachsen ist, und dass nach Verlauf der Zeit 2T immer 
genau diesel|;)en Werthe von ^ periodisch wieder eintreten. 
In den Momenten, wo t die Werthe ^ T, f T, ^ T, .... hat, 
hat ^ immer den gleichen Werth; nämlich, da 
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sin2 am^ K = sin^ am ^ K = sin*-^ «m | Z" = • • • = j^j^r 

ist (§ 10. S. 28), so ist dann 

cos a + Je cos ß 

Man kann die Formel (24) auf eine einfachere Gestalt 

bringen, wenn man statt des Winkels ^ einen anderen Winkel 

^, einführt, der aus dem ersteren sich durch die Gleichuug 

cosi^ , 

^ = cos V'i 

cos ß ^^ 

ergiebt. Denn setzt man ausserdem auch noch 

c^ = cosa.*) (25) 

SO erhält man 

Kt 
cos ^1 = 1 — 2 sin^ ^ cc^ sin* am j, , 

oder 

Kt 
sin i ^1 = sin ^ a, sin am -^ . . . . (26) 

Ferner erhält man aus (18) 

7 2 1 — cos* cci 4 sin* ^ a, cos' ^ «t J_ si n' ^ «i . 

' * ' cos*ß ' 4co8*ia, 

setzt man nun noch 

2~cos"4~ai = *g Pl ? 
so wird 

2; = sin ^ «1 cos ßi . 

Der Ausdruck (26) eignet sich gut zur Entwicklung in 
eine Reihe. Wendet man die erste der Formeln (21) § 68 
an, so erhält man 






. , , sin i^ a. \ -^ , 



*) Dass ^ stets ein echter Bruch ist, erhellt daraus, dass 

^ cos ß 

cos ß — cos a und cos ß + cos a immer positive Grössen sind; das 

erste, weil cc ]> ß, das zweite, weil nach (15) für ein verschwindendes 

cos a -|- cos ß die Constante G , und daher auch die Geschwindigkeits- 

Oomponente w unendlich gross sein müsste. Demnach liegt ß entweder 

zwischen und a oder zwischen und w — a, je nachdem a^ v^^*' 
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oder 



(27) 



sin i ^, 



2 /^'° V' 
r cos Pj 



yq sin 



"* - ^g« 8in3 ll, + ^/^ sin 5 "* 



2r 



22» 



1 - 2g cos^* + 2^4 cos2^* - 2g^ cos3^* + . . . . 

Der Modul Tc ist in den meisten Fällen kleiner als der 
Mittelwerth Y^, Zuerst ist leicht einzusehen, dass dies 
immer der Fall ist, so lange das Pendel nicht in die obere 
Halbkugel gelangt. Denn da wegen der Formel (25) die Win- 
kel a und «1 gleichzeitig den Werth 90® erreichen und über- 
schreiten, so folgt aus der Formel für h^ dass dasselbe selbst 
für a = 90*^ noch kleiner f/^ ist. Stellt man ferner die Un- 
gleichung 

i < *^ 
d. h. nach (18) 

. cos* ß — cos* a 

^ ^ 1 + 2 cos a cos p + cos* |3 
auf, aus welcher 

sin'*^ /3 -}- 2 cos a (cos a + cos /3) ^ 

folgt, so erhält man durch Auflösung nach cos a: 

cos .« = — ^ cos i3 (l + y~l — fi ig^~ß) ; l'^ 



cos 



"{ 



>-iC08^(l + ^l-.2tg'^^) 



<-icos^(l-;ä-2tg-'^) 



|;Ä^ 






Daraus geht hervor, dass der Mittelwerth Tc^ = \ nur für 
solche Werthe von ß erreicht werden kann, für welche 
ig ß <,y^ ist (also für ß ^ 35® 16'). Für einen jeden solchen 
Werth von ß giebt es dann zwei Werthe von a, für die 
Ä;^ = ^ ist, und nur für die dazwischen liegenden Werthe 
von a wird fc^ > 4^. Die folgende kleine Tafel giebt für 
einige Werthe von ß diese aus der vorigen Formel berechneten 
Werthe von «an. 



p 


. • 1 


350 16' 


\iV 6' 


114« 6' 


30 


100 33 


133 5 


20 


93 51 


150 46 


10 


90 53 


165 46 


5 


90 13 


172 55 
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Man sieht hieraus, dass in der That bei weitem in den 
meisten Fällen der Modul unter dem Mittelwerth sein wird. 
Erinnert man sich nun desjenigen, was in § 55 über die 
Kleinheit der Grösse q gesagt ist, so leuchtet ein, dass man 
immer nur wenige Glieder der in der Formel (27) enthaltenen 
Reihen zu berechnen haben wird, ja dass für die meisten 
zur wirklichen Berechnung kommenden Fälle die einfache 
N äh erungsf ormel 

sm i ^, = 2y^j^ . — -^ 

^^ l — 2q cos y 

vollkommen ausreicht. 

Bei der zweiten Substitution erhält man aus den Formeln 
(20) und (23) 

Wo 

und wenn mau %l}^^^= a, also «(, = annimmt, 



Setzt man dann 



Jon »' 



so wird 



CD = am t*i und u^ = -^ 



Nun fanden wir oben (17) zwischen den Winkeln a und cj 

die Relation 

cos a 
sm (o = —: — , 

also ist auch 

cos am u 
sm am u, = — , 

d. h. nach § 10 (17) S. 28 

sin am u^ = sin am (u + K). 

§ 78. 
Wir gehen jetzt zur Untersuchung des Winkels (p über, 
dessen Ausdrücke durch ö und cd in den Formeln (21) und 
(22) § 76 gegeben sind, in welchen nach den im vorigen § 

Daröge, ellipt. Functionen. 3. Aufl. 21 
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gemachten Annahmen über den Anfangspunkt der Zählung 
der Zeit (y^, = und c3q = zu setzen ist. Es kommt nun 
vor Allem darauf an, die in jenen Ausdrücken enthaltenen 
Integrale 

a (o 

(1 + n Bin* <f) j^g »y ( 1 + w sin* oo) d(a 

durch die Transcendente 77 auszudrücken. Das erste derselben 
ist schon § 21 ermittelt worden, nämlich für 



^ 






und w = — Ä:^ sin^ am a 
hatte sich ergeben (§ 21, S. 78) 



(28) . . f—^.'L-^-=.u-\-^^^^n(u,a). 
^ ^ ^ (1 + ♦* Sin* <F) z^ff ^ dama ^ ' ^ 

Setzt man bei d^m zweiten Integrale 

j ~ ==^u^ und m = — Ic^ h\v? am h , 

u 
so ist nach der Definition der Transcendente 77 (§ 21) 

(U 

jj , j\[ / Ä;* sin am b cos am h d am h sin* a> dm 

U [U,, 0) —J (i+,n8in*a))^^ * 



Nun ist aber 

CD 0) . (O 

J^cadca J_ f d (o f k* sin* co dm 

(1 + w sin* (o) J(o ^ (1 + w sin* oo) d<o J (1 + w sin* <») ^co' 

folglich erhält man 

CO 

Cj^J"^. = te -4--^^--77(te M n{u,,h ) 

^(1 + m sin* (o) d(o * "^ z^ am b ^ l' / sinamö cosamö damb 

u 

/on\ cotg am b y-, / x\ 

(29) . . . . =«, - -^—^n{u„b). 

Es ist im § 76 gezeigt worden, dass die Legendre'schen 
Parameter n^, n^y Wj, m^ entweder zwischen — 1 und — Tc- 
oder zwischen und + <3o liegen, nämlich n^ und m^ zwischen 
— 1 und — Ä;', dagegen n^ und m^ zwischen und + oo. 
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Aus den Untersuchungen des § 69 geht daher hervor, dass 
man zu setzen habe: 

n^ = — Ä^ sin^ am {ia^ + iC) , inj = — Ä^ 8i^^ am ^b^ , 

»2 = — &2 sin^ am ia.^ , m.^ = — k'^ sin* am (ih.^ + K), 

Nun waren aber sowohl und .als auch ^und 

gewisse Werthe von sin* 6 und sin* co, d. h. von 

sin* am M und sin*amt*i, welche demselben Werthe von ^ 
zugehörten. Ausserdem fanden wir, dass 

sin* am u^ ^ sin* am {u -{- K) = sin* am {u — K) 
ist. Hieraus folgt, dass die Jacobi'schen Parameter ta, + ÜT 
und i6, , und ebenso auch ia^ und iftj + -S^> ^^^ ^™ ^^^ 
Grösse Ä" von einander verschieden sein können, dass also 

a, = 6j und a^=^\ 

sein muss. Dies bestätigt sich nun auch sofort, wenn man 
aus den Ausdrücken (21) und (22) für die Grössen n und m 
durch tt und ß die reellen Werthe der elliptischen Functionen 
der Parameter aj, a^j ftj, h^ mit dem complementären Modul 
Tc durch a und /3 ausgedrückt herstellt. Man findet dann, 
mit Benutzung der Formeln für die Argumente iu (S. 23) 
und iu -{- K (S. 28),. mag man von den Grössen n oder m 
ausgehen, dieselben Ausdrücke für 6,, h^y wie für a, , a^, 
nämlich die folgenden: 
-2 / 7 '\ (1 — cos«) (1 — cosP) ^k^ sin« ^ a sin* ^ |3 

2 , T./N (l + cosa)(c08|34-co8a) 2Ä;' cos« ^ ot 

cos am(a^ylc) — i ^ 2 cos a cos |3 -+• cos« ä ~ ä;'« (c^ ß - cos «) ' 



z^* am (a,, Ä')' 



sin*am(a.^,Ä ) = -rj-^ 



( 1 + c os g ) (cos p + cos «)'___ 2^'« cos« i ß 
i + 2 cos a cos ß + cos« ß cos ß — cos et ' 
l + 2cosacosß + cos«ß cos« ß — cos« a 



-cosßj (1 + cosa) 4/:« cos« ^ a cos« }ß' 

o / 7/x (1 — cosß)(cosß+cosa) tg«Aß{C08ß+C0S«) 

cos^ am («„ ^ ) = (1 + cos P) (l + co «^ = 2 cos' ^ « ' 



z/2 



j, ,. (1— C08tt)(C08p-|-C0 8 tt) tg» i a (cos ß + COS«) 

"'"^''2'*^"" (l + cosa)(l + cos^~ 2cos«iP *. 



(30) 



Da nur die Quadrate dieser elliptischen Functionen ge- 
geben sind, so können diese selbst als positiv angenommen 
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werden; dann liegen am{a^, Ic) und am {(12, 1c) zwischen 

und ^, also aj und «2 zwischen und K\ 

Setzt man femer in der Gleichung (28) für a resp. ia, -\- K 
und ia^f und in (29) för b resp. taj und tag + ^y so erhält 
man mit Berücksichtigung der Formehi (12) § 8 und (18) § 10 

a 

/* da , . JamiaukT) „, . , x^-v 

rri ♦ g X ^ = M 4- i p— — ->-ii— i— — _ n (Uy ta,-f-K)f 
(l + n|8m*<F)^ff ' Ä * sm aw («1, Ä J cos am (ai,«) ^ » 1 » /' 

r ^^ , . sinaw((H,fe^)co8am((H,Ä:0 y,. . x 











77 . . , v :r-=^^i +*-- : — TTT^ — - — T^ n (Ui, tai)i 



(I+»i2sm«a))z^fl) » ' C08aiw(a2, fcj v 1? 2 1 ^ 



Substituirt man nun diese Ausdrücke in die Formeln (21) 

und (22), nachdem man vorher die Coefficienten der 77 mittelst 

(30) durch a und ß ausgedrückt hat, so erhält man für den 

Winkel (p die folgenden Werthe: 

erste Substitution 



^ Kl+2co8aco8p + c08«p ' V ' 1 • >' 1 \ y 2JJ 

zweite Substitution *- 

^ Kl+2C08aCOS/J+C08«P V 1» M V 15 2 1 J 

Diese Ausdrücke zeigen, warum die zweite Substitution 
der ersten vorzuziehen ist. Da nämlich ß entweder zwischen 
und cc oder zwischen und ä — a liegt, je nachdem a kleiner 

oder grösser als ^ ist, so ist ^^^ stets ein unechter Bruch. 

Nähert sich ß der Null, so wird das erste Glied sehr gross. 

Für ß = aber wird wegen der Formeln (30) 

sin am (a, , Je) = 0, sin am (aj, Ä') = 1, 
cos am («1 , Ä') «= 1 , cos am («j^ Je) == 0, 

also ^ ^, 
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es geht daher 

n {u, ia^ + K) in 71 (w, K) 
n (m, iaj) in 77 {u, iK') 

über, von welchen Grössen die erste Null, die zweite unend- 
lich gross ist (S. 79). Demnach wird der erste Ausdruck 
von qp für j8 = unbestimmt und erscheint bei kleinen 
Werthen von ß als der unterschied zweier sehr grosser Zahlen. 

Anders verhält sich der zweite Ausdruk für op. Hier ist ^^ 

^ sm a 

stets ein echter Bruch, und da 

77 {u, 0) = 0, 77 (w, K -h iK') = 

ist, so verschwinden für /} = alle drei Glieder. 

Wir werden daher im Folgenden ausschliesslich den 
zweiten Ausdruck für tp anwenden. Im vorigen § ergab sich 

t 
^1 = — M' 

da nun auch M = ^war, worin freilich die Zeit t einen 

anderen Anfangspunkt der Zählung hat, so wollen wir von 
jetzt ab unter u den Ausdruck 

t j Kt 
M ^^^^^ -T 

verstehen, und demgemäss — u für Wj schreiben. Dann er- 
- halten wir mit Berücksichtigung der Beziehung 
77 (— M, a) = — 77 (m, a), 

^. 8ina^l+2co8aco8ß+co8»|3 ^^ V ; wr \ > 21- J 

Darin kann man dem ersten Gliede noch verschiedene andere 
Formen geben, indem man die Gleichungen (18), (23) 



jfcr= 



7' ^2 7/ iL 7/ ' C08|3 + C08« =^]r]/ ?!! 

K r 2g r i+2c08ac08|3 + C08*(J t fif (cos (5 — cos a) ' 



, -./ cos' ß — C08»^ 

r 1 + 2 cos a"cÖ8y+ cos* ß ' 

sowie die Beziehungen (9), (10), (15), in welchen iff^ 

zu setzen ist, 

^ . 9 ' f . w i/2g sin« sin fi 
C = sm^ a cp = sm of — = f/ -- • -- ^=^ 

benutzt. Schreibt man nämlich der Kürze wegen 
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(31) . (p=z Pt + in{u, iai) + in {u, ia^ + K), 
so nimmt P die folgende» Formen an: 

^ 2 sin p K 



(32) 



sin a KT^+ 2 cos a cos ß + cos* ß ^ 

Tr/2£ sin ß 

^ ^ sin a 1 

ß kK w 

= 9o- 



sin u V cos p 4" cos a 

2 sin p ^Ä" 

sin a y~cö^ß'-cös^^ ^ "" r sin a 

Wir wenden nun ferner auf die Gleichung (31) die Relation 

(1) des § .67 

n(u,a) = uZia) + ^logl^^ 

JCt 

an, indem wir zugleich u = -jr setzen; dann wird 

, . . , @ (^ — ea,) @ (u — tag — K) 

Dieser Ausdruck besteht aus zwei Theilen: einem periodischen 
und einem, der mit der Zeit proportional wächst, üln die 
Bedeutung des letzteren einzusehen, bezeichnen wir mit ^ 
denjenigen Werth des Winkels 9), welcher der Zeit T ent- 
spricht, d. h. denjenigen Winkel, welchen eine durch das- 
Pendel und die Verticale gelegte Ebene beschreibt, während 
das Pendel vom höchsten zum nächstfolgenden niedrigsten 
Punkte sich bewegt. Setzt man aber t = T^ so wird u = K^ 
und da nun 

n{K,a) = KZ{a) 

ist (S. 274) , so erhält man aus (31) 

= FT+iKZ (ia^) + iKZ (ia^ + K) , 

und mit Hülfe dieses Ausdrucks geht der vorige Ausdruck 
für (p in. den folgenden über: 

(33) . ^P-T^ + ^'^^'S e^^ + i.l^siu + iZ + K ) 

Dieser Ausdruck ist in Verbindung mit dem, was im § 77 
über die Beschaffenheit des Winkels ^ ermittelt worden ist, 
geeignet, eine Vorstellung von der Bewegung des sphärischen 
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Pendels zu gewähren. Nach § 65 hat die Function S die 
folgenden Eigenschaften 

&{u + 2K) = @{u — 2K) = & (w), 
®{u + K)=^®(u— K). 

Demnach verschwindet das periodische Glied des vorigen Aus- 
drucks für w =p 0, = Z", = 2JBr, == 3ir, etc., und man erhält 
folgende entsprechende Werthe von t^ tl^ und q>: 

^ = 0, =T, =2T, =3r, =4r, 

* = a,=/5; =«, =/J, ==«, 

g) = 0, = ^, = 20, = 3^, = 4a>, •. . .,. 

Setzt man ferner ^ + ^T für ^, also u + 2K für w, so 
bleibt das periodische Glied ungeändert, während das erste 
Glied um 20 wächst. Bezeichnet man daher mit q) (t) 
und ^ (f) die zur Zeit t stattfindenden Werthe der Winkel g? 
und f, so ist 

q>(t + 2T) = 20+q>{t), 
während gleichzeitig nach § 77 

tl;(t-{-2T) = il;(t) 

ist. Daraus erhellt, dass die Bahn des sphärischen Pendels 
aus fortwährend sich wiederholende^ congruenten Theilen be- 
steht, welche den Zeitintervallen 

. . . 2r, 2T . . 4T, 4T , . . 6T, etc. 

und den Winkelintervallen 

0*. . . 2^, 2^ . . . 40, AO... QO, etc. 

entsprechen. Wenn daher O in einem rationalen Verhält- 
nisse zu Jt steht, so wird das Pendel, nachdem es eine An- 
zahl jener congruenten Theile durchlaufen hat, wieder zu dem 
Punkt zurückgelangen, von welchem es ausgegangen ist; sind 
aber O und 7t incommensurabel, so erreicht das Pendel seinen 
Ausgangspunkt niemals wieder. 

Setzt man ferner 2T — t statt t, oder 2K — u statt w, 
so nimmt das periodische Glied den entgegengesetzten Werth 
an. Demnach ist 
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9)(2r— = 2^— q>{t)] 
da nun gleichzeitig 

so besteht jeder der vorhin erwähnten congruenten Theile 
wiederum aus zwei congruenten Stücken, die jedoch eine ent- 
gegengesetzte Lage zu einander haben. 

In Fig. 19 ist die Projection 
eines Theiles der Baftn des sphäri- 
schen Pendels auf eine Horizontal- 
ebene dargestellt. Die Punkte 0, 1, 
2, 3, 4, etc. entsprechen den Zeiten 

0, r, 2r, 3r, 4r..., 

den Winkeln 

^ = a, = ß, =a, =/J, = a ..., 

sodass 

Jf = Jf 2 = Jfcr4 = . . . = r sin «, 

Ml=M3 = M5=" = r sin ß] 
endlich den Winkeln 

g? = 0, =0, =20, =3^; =4^ = . ., 
sodass 

Jf 1 = 1 Jlf2 = 2i(f3 = 3 Jlf4 = . . . = ^. 
Von besonderer Wichtigkeit für die Kenntniss der Be- 
wegung des sphärischen Pendels ist die Untersuchung, ob der 
Winkel ^ grösser oder kleiner als ^ 7t ist. Es wird im Fol- 
genden nachgewiesen werden, dass er immer grösser als 
^ 7C ist. Damit ist dann zugleich gezeigt, dass der höchste 
Punkt des sphärischen Pendels auf einem kleinen Kugelkreise 
in der Richtung der Bewegung vorwärts schreitet. 

§ 79. 
Wir gehen nun zunächst dazu über, dem Ausdrucke für 
den Winkel O 

= PT + iKZ {ia\) + iKZ (ia^ + K) 
eine reelle Form zu geben. Dazu dienen die Formeln (1) und 
(8) des § 72 (S. 295 und 297): 

iZ{iu) == — tg am {u, Je) J am {u, Ic) + .jxk^ "^ ^ (^' ^'^' 
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' rj I' I ir\ — Ä ' sm am (m, Ä; ) cos am («, A; ) i »«* i -^z., y.'x 
Mit ihrer Hülfe erhält man: 

und wenn man die beiden Functionen Z vermittelst des Ad- 
ditionstheorems der zweiten Gattung [(6) § 67)] vereinigt, 

m 

- -nrr xTL / 7'\ ^ / 7'\ -ffÄ;'28inam(a2,Ä;')cosam(a2,^'' 

+ h\K sin am (a,, //) sin am {a^, k') sin am (er, + aj, fc') [(34) 

-\-'-^^^ + KZia, + a„k'). 

Hierin kommt nun das Argument a^ + ^2 v^^- ^^® ellipti- 
schen Functionen desselben kann man mit Hülfe der Funda- 
mentalformeln (32) § 29 aus den Formeln (30) ableiten. Man 
erhält dann: 



sin 



nni fn M n n — ^ y/ c08 ß + COS c l + tg»i«tg«^P 

cos am (a, + a^, Ä') = -?>tg4/3 x/5?if±^ . _L^^^, 

^ / I 7'N 7 j. i -i/cosß + cosa 1 — tfif'Aß 

^ ' ' 2? y ö 2 f^ C08|3 — cosa 1 — tg*iatg*|P' 

welche Ausdrücke sich mit Hülfe der Relationen 

91 t o \ * ** * * o A o lH~ COS a cos ß 
cos2 ^ a cos^ i P + siii i « sm^ i P = — ^^ — ^ 

91 9iiO »^i -viz» COS a + cos ß 
COS' \ a cos^ i P — sm^ \ cc sm^ i p = ^ ^ 

auch in folgende umwandeln lassen: 

k l + cosacoeß 1 -|- cos a cos |J 



sm am (a, + a9,« ) = p • ,. 



-C0B*a ^1 + 2cosacosp + c08*a 

/ , if\ k sin ß cos a sin 6 cos a 

cos amiaj + aoi^ ) = p \-7= = ^ 

'^ »^ 21 y ^ Kco&«ß-cos«a 



Kl + 2 cos a cos ß -f cos* a 



(35) 



. / , 7 ^v 7 sin er cos fi bin a cos ß 

^ ' ^ ^ Kco8«|3-co8«a Kl + 2cosaco8p-t-cos«^ ^ 

Drückt man nun mit Hülfe dieser Formeln und der Formeln 
(30) alle in (34) vorkommenden elliptischen Functionen von 
aj , «2 und aj + a^ durch a und ß aus und vereinigt diese 
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Ausdrücke mit dem ersten Gliede TT, welches nach (32) 

den Werth 

, -prp 2Ä:Z'sinP 

sin a ^cos* jJ — cos* a 

hat, so erhält man O in seiner einfachsten reellen Gestalt 
^olgendermassen : 

worin man dem ersten Gliede auclf die Form 
TcK tg a cos am (a^ + aj, fe') 
geben kann. Daraus ergiebt sich auch sofort eine Beihen- 
ent Wickelung für O, wenn man die (13) § 63 gegebene Reihe 
für die Transcendente Z 

anwendet; nämlich 

fc JC sin p sing . 3r(aj-f-<^») 






VT sin 



Benutzt man hingegen die aus der Jacobi'schen Function her- 
vorgehende Reihe (§ 68, S. 282), nämlich 

1 — 2g[ cos ^ + 2 2^ cos -jz 2q^ cos -^ +• 

SO erhält man ^ 

- __ A;.g8inp sin« . n(ax + a^ 
^cos« |3 — cos* a 2-^' 

§ 80. 
Der im vorigen Paragraph ermittelte Ausdruck für soll 
nyn auch dazu benutzt werden, die Natur dieses Winkels 
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näher zu untersuchen, indem gezeigt werden soll: einmal, dass 
er immer gleich oder grösser als Y ist, und zweitens, dass er, 

wenn ein bestimmter Werth von a festgehalten wird, desto 
grösser ist, je grösser ß angenommen wird. 

Suchen wir, um dieses zu zeigen, zuerst den Werth des 
Ausdrucks (36) 

O = V K tg « cos am {a^ + «2? ^') + ^ Ik'^^ 

-f KZ{a^ + aj, ^') 
für ß = auf, so ergiebt sich, weil aus den Formeln (35) 
aj + a2 = K' für /? = folgt, und Z {K\ h') « ist (§ 63, 
S. 258), alsdann 

* = T- 

Wenn nun gezeigt werden kann, dass bei constaut angenom- 
menem a der Diflferentialquotient 

dß 
immer einen positiven Werth besitzt, so werden damit die 
obigen Behauptungen erwiesen sein. Es könnte als ein Wider- 
spruch erscheinen, dass wir hier für O den Werth — l>Gi ver- 
schwindendem ß finden, während wir früher in § 78 sahen, 
dass in diesem Falle der Winkel q> den Werth Null hat. 
Allein es kann leicht gezeigt werden, dass das im Allge- 
meinen periodische Glied des Ausdrucks (33) von q) für /3 = 

den Werth — • yr annimmt. Da nämlich, wie wir schon 
§ 78 sahen, alsdann 

«1 = 0, «2 = -K^' 
ist, so ergiebt sich 

(p = 3P- ^ + i ^ log ei-+ [iTTid) ' 
aus der Formel 

iI(i*,a) = t.Z(a)-f ilogJI^} 
aber erhält man, weil n{u,K+iK')=0 ist, (§ 21, S. 79) 
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wie aus der Formel (4) (§ 71, S. 296) für Z(u + iK') leicht 

gefolgert werden kann. Demnach ist in der That, wenn noch 

ict 
für u sein Werth ^ substituirt wird, 

um den Differentialquotienten ^, auf dessen Zeichen alles 

ankommt, zu entwickeln, müssen wir zuerst dem Ausdrucke 
(37) eine etwas andere Gestalt geben. Führt man statt der 
Function Z die Function E ein, indem nach Formel (14) 

(§ 63, S. 258) 

Z{u) = E(u)-^u, 

also auch 

E' 

Z (a, + a^,lc) = E («1 + «2; *') — g-' («1 + ötj) 

ist, so erhält man 

O = h'K tg a cos am {a, + a^, Je) + ?L+i!? /|. _ kE'\ 

und wenn man die in § 70 bewiesene Relation 

K'E+KE' --KK' ^-^ 
anwendet, 
O = y K tg a cos am (a, + <^ij ^0 + {^\ + (^2) (-^ — ^) 

+ KE{a, + a.,yky 

Hierin ersetzen wir nun das Argument a, + <^2 durch die 
Amplitude, indem 

am (ai + «j > ^') = ^ 
sei; dann wird mit Anwendung der Legendre'schen Bezeich- 
nung 
=. h'K tg aco%6 + {E-'K)F {a, ¥) + EE^ (tf, k'). 

Dieser Ausdruck soll nun vollständig nach ß differeutiirt, 
a aber als constant betrachtet werden. Dann kann mau setzen 

f^^. , d^ d^ da _. d<^ d{k'^) 

löö) • . . ' aß '^ do'dß'^ dW)' dß ' 

indem man bei der Differentiation nach Jc'^ zugleich auf die 
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Veränderlichkeit von K und E Rücksicht nimmt, und zeigen, 

dass beide Glieder des vorstehenden Ausdrucks positiv sind. 

Aus den Gleichungen (35) folgt 

^ , 7 /s . 1 + cos a cos ß 

a = am (a, +.a^, h) = arc tg - ^^p^os« ' 

Durch Differentiation nach ß erhält man daraus 

de h^ cos a 

dß Ä;'**cos (3 — cos a ' 

differentiirt man ebenso 

y2 1 + 2 cos a cos (J + cos* a 

1 + 2 £0S a cos ß + cob* ß ' 
so erhält man 

d (fc'') 2 • a cos' a (cos a + cos ß) + cos ß (l + cos a cos |3 ) ^ 
^p = i^ sm p (1 + 2 cos a cos |3 + cos« ßf ' 

dieser Ausdruck ist immer positiv. 
Nun erhält man ferner 

substituirt man darin die (35) gegebenen Ausdrücke für sin 

und jd (<y, ¥)y so findet man 

d4> ^ hKiga __ ( K--E)Vc'oa^ß - cos^ « ^ 

^ «^ Kcos* ß — cös«^ * si^i a cos j3 

Nun ist K — E eine positive Grösse 5 denn drückt man die- ' 

selbe durch ihre Integrale aus, so ist 

00 

mithin positiv, weil die unter dem Integralzeichen stehende 
Function innerhalb der Integrationsgrenzen nur positiv^ und 

endliche Werthe annimmt. Wenn daher « < f ist, so wird 
sowohl Y' *ls auch -^~ negativ, also das Product ^ - - t^ posi- 
tiv. Ist dagegen a > y, so kann man dasselbe Product in 
folgende Gestalt bringen: 

— . — ^ = — i TT ^ sin a 

da ' dß k'* (cos ß - cos a) \ J^^ßfZ"^^^ 

\ (J7- jp\ cos a ^cos« ß— cos* a) 

' ^ ^ Ä: sin a cos jj / 
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k^ ^_ f K (cos |3 + cos g) ( 1 -f- CQS « cos P) 



Ä« (cos j3 — cos «) l sin « cos (J Kl + 2 cos a coV(J + C06* ß 

jp cos of^Kcob* ß — cos* or 1 

k sin a cos |3 J ' 

in welcher das erste Glied immer, und das zweite Glied ge- 
rade dann positiv ist, wenn « > y ist. Demnach ist erwiesen, 

dass das erste Product des Ausdrucks (38) immer einen posi- 
tiven Werth hat. 

Die Differentiation nach k'^ liefert 

^,^ - ^^^-'- + *• % « CO,, ^- + ^ (,, .■) iS§^ 

+ (E-K) ?|^> + E, (,. f) «.;+ £ ^^ . 

Zur Reduction dieses Ausdrucks benutze man die in § 70 
abgeleiteten Formeln 

dK K^ ___ E 
d(Ä:«) ^ 2ik« 2Ä;« k'^ 

ferner 



d(E-K) 


E 




d{k'^) — 


2^•'« 




= 


K 

2k'^ 


K-E 


F(a,k') 


sin a cos <r 


2k'* 


2A;«z/( 


tF.^0' 


)-F(o,k') 






2k'^ 







2 Ä;'« » 2 ^•8 ^•'« ' 

dF{G,k') _ E^J^li) 
d\k'*) ~ 2kn'^ 
dE^{a,k') _ Ej^a, k') 

Substituirt man diese Ausdrücke und ordnet nach den Factoren 
K und K — E, so heben sich die in K multiplicirten Glieder 
auf, und die anderen geben 

d0 _^ ( K - E) sin ß ,/ co8 ß -f "cos ä 
d (k'*) 2^ &'* sin a cos ß r cos ß — cos a 

Dieser Ausdruck ist nun stets positiv, ebenso war es auch 
-jö^ ; folglich hat auch das zweite Product ^-^ - -^ und 

somit ,g stets einen positiven Werth. 

Da nun der Winkel O für /3 = den Werth ^ hat und 

wegen des stets positiven Differentialquotienten -j^ mit 
wachsendem ß ebenfalls wächst, so ist O nicht allein stets 
gleich oder grösser als — ,' sondern auch desto grosser, je 
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grösser bei festgehaltenem a der Winkel ß angenommen wird. 
Hieraus ist alsdann ersichtlich^ dass das sphärische Pen- 
del bei jeder Schwingung einen Ausschlag nach 
der Seite der Bewegungsrichtung hin macht, und 
dass dieser Ausschlag desto grösser ausfällt^ je 
grösser die kleinste Ablenkung von der Vertical- 
linie im Vergleich zur grössten Ablenkung ist. 



Zwanzigster Abschnitt» 

üeber Functionen einer complexen Variablen und die 
Vieldeutigkeit bestimmter Integrale. 

§ 81. 

unter einer complexen Grösse versteht man eine 
Grösse von der Form 

x + iy, 

in welcher x und y reell, und i = j/ — 1 ist. Die Bezeich- 
nung complex in dieser engeren Bedeutung ist erst seit Gauss 
*in Aufnahme gekommen; früher verstand man darunter jeden 
irgendwie aus ungleichartigen Theilen bestehenden Ausdruck. 
Setzt man 

oo + iy = Zy 

und nimmt man x und y als stetig veränderlich an, so nennt 
mau ^ eine stetig veränderliche coraplexe Grösse. 

Als das geometrische Bild einer reellen Veränderlichen 
betrachtet man bekanntlich einen auf einer festen Geraden 
(der Abscissenaxe) sich bewegenden Punkt, indem jeder reelle 
Werth der Veränderlichen durch den Abstand des beweglichen 
Punktes von einem festen Punkte (dem Nullpunkte) dargestellt 
wird. Als das geonietrische Bild einer complexen Variablen 
betrachtet man dagegen einen auf beliebige Weise in der 
Ebene beweglichen Punkt, und zwar so, dass in jeder Lage 
desselben die Werthe der beiden reellen Variablen x und y, 
von denen der Werth der complexen Variablen js abhängt, 
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durch die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes dargestellt 
werden. Danach wird durch jeden reellen Werth von z (bei 
welchem also 2/ = 0) ein Punkt der Abscissenaxe, durch jeden 
rein imaginären Werth, d. h. durch jeden Werth von der 
Form iy (bei welchem also a? = 0) aber ein Punkt der 
Ordinatenaxe bestimmt. Ferner entspricht jedem beliebigen 
Werthe von z irgendwo ein Punkt in der Ebene, und um- 
gekehrt kann zu jedem gegebenen Punkte der entsprechende 
Werth von z gefunden werden. Giebt man der complexen 
Variablen die Form 

z ±= r (cos 9? + i sin g>), 
so stellt der Modul r die Entfernung des Punktes vom Null- 
punkte (den Radius Vector des Punktes), und (p die Neigung 
des letzteren gegen die Abscissenaxe dar. Man kann daher 
auch sagen, dass durch eine complexe Grosse eine gerade 
Linie ihrer Länge und Richtung nach dargestellt wird, 
nämlich die von dem Nullpunkte zu dem darstellenden Punkte 
führende Gerade, oder auch jede der letzteren gleiche und 
mit ihr direct parallele Gerade. 

Daraus ergiebt sich leicht, dass die Summe zweier com- 
plexen Grössen 

^2 + ^l=^2+^l+i (j/2 + Vi) 

diejenige Gerade darstellt, welche von dem Nullpunkte nach 
dem vierten Eckpunkte des Parallelogramms hinführt, dessen 
Seiten die durch Zi und Z2 dargestellten Geraden sind. Eben- 
so erhellt leicht, dass die Differenz zweier complexen Werthe 

^2 - ^i = ^2 — ^1 + i (Vi — Vx) 
die Gerade Zi z^ ihrer Länge und Richtung nach (von z^ nach z^ 
darstellt. 

Da der Modul einer complexen Grösse die absolute Länge 
der durch die letztere dargestellten Geraden angiebt, so ver- 
tritt derselbe gleichsam die Stelle eines absoluten Werthes 
der complexen Grösse; wenn man daher mehrere complexe 
Werthe ihrer Grösse nach mit einander, zu vergleichen hat, 
so muss man die Werthe ihrer Moduln dabei in Betracht 
ziehen. 

Wenn die complexe Variable z eine Reihe stetig auf- 
einander folgender Werthe annimmt, so durchläuft der dar- 
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stellende Punkt eine in einem ununterbrochenen Zuge fort- 
gehende Linie. Da die Veränderung von z durch zwei gänz- 
lich von einander unabhängige Variable, x und y oder r und <p, 
bestimmt wird, so kann man sich die Veränderung von z in 
jeder beliebigen Linie vor sich gehend denken. Dabei ver- 
dient besonders hervorgehoben zu werden, dass es zur Stetig- 
keit der Veränderung von durchaus nicht nothwendig ist, 
dass die von dem beweglichen Punkte beschriebene Linie eine 
nach einem und demselben mathematischen Gesetze fort- 
gehende Curve sei; sie kann vieiraehr beliebig aus ver- 
schiedenen geraden oder krummen Linien zusammengesetzt 
sein. Damit die Veränderung von z stetig vor sich gehe, 
ist nur erforderlich, dass die Linie einen ununterbrochenen 
Zug bilde. Es scheint für das Folgende nützlich zu sein, 
dieses an einigen Beispielen näher zu erläutern. Denken wir 
uns, die Variable z beginne ihre Veränderung mit dem Werthe 
3 = und gelange , nachdem sie eine Beihe von Werthen 
durchlaufen hat, zu dem Werthe ife, welcher durch den Punkt^B 
(Fig. 20) auf der Ordinatenaxe dargestellt ^j g^ 

werden möge, indem die Entfernung 
OB =^b sei. Dann kann die Variable 
(so drücken wir uns kurz aus, anstatt zu 
sagen: der bewegliche Punkt, welcher 
den jedesmaligen Werth der Variablen z 
darstellt) auf sehr verschiedenen Wegen 
von nach B gelangen. Erstlich 
möge sie die gerade Linie OB durchlaufen, dann bleibt x 
constant == 0, während y nach und nach alle reellen Werthe 
von bis 6 annimmt. Zweitens durchlaufe die Variable z 
die aus den drei Seiten eines Rechtecks bestehende gebrochene 
Linie OACB, bei welcher 0Ä = a sei. Dann ist y von 
bis Ä constant =0, und x wächst von bis a; alsdann 
bleibt X auf dem Wege ÄC bei dem erlangten Werthe a 
stehen, und y wächst von bis 6; endlich bleibt von Cbis B 
nun y constant = 6, und x nimmt von « bis ab.* Drittens 
möge die Variable z zuerst auf der Abscissenaxe von bis 
B fortgehen (wo OR = b) und dann den Kreisbogen RB 
beschreiben. Setzt man für diesen Fall 

z = r (cos g) -|- i sin <p), 

Durftge, eUipt. Functionen. B. Anfl. 22 
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SO ist auf OB zuerst q) constant =0, und r wächst von 
bis &; alsdann bleibt r auf jRJ? constant = b, und (p wächst 

von bis ^. Untersuchen wir als ein letztes Beispiel noch 

den Gang der reellen Veränderlichen, während der bewegliche 
Punkt folgenden Weg beschreibt: Er gehe zuerst von einem 
Punkte a auf der Abscissfenaxe bis zu einem in der Nähe des 
Nullpunktes o liegenden Punkte h (Fig. 21), beschreibe dann 
21 einen ganzen Kreis um o mit dem 

Halbmesser oh = q und kehre wieder 
von 6 nach a zurück. Es sei oa == a; 
setzt man = r (cos 9 + i sin 9), 
so ist während des Weges ah die 
Variable <p constant = 0, und r 
nimmt von a bis q ab. Alsdann 
bleibt während des Durchlaufens der 
Peripherie des Kreises r constant = q^ 
und q) wächst von bis 2 ä (wird der Kreis in entgegen- 
gesetzter Richtung durchlaufen, so nimmt 9 von bis — 2ä 
ab). Endlich, während die Variable von h nach a zurück- 
kehrt, bleibt q) constant = 27t, und r wächst wieder von 
Q bis a. 

Man sieht aus diesen Beispielen, dass zwischen einer 
complexen und einer reellen Variablen ein sehr wesentlicher 
Unterschied stattfindet. Während durch zwei bestimmte 
Werthe einer reellen Variablen die Reihe der dazwischen 
liegenden Werthe, welche die Variable annehmen muss, um 
von dem ersten zum zweiten Werthe zu gelangen, schon mit- 
bestimmt ist, ist dies bei einer compl^cen Variablen keines- 
wegs der Fall; vielmehr giebt es unendlich viele Reihen 
stetig auf einander folgender Werthe, welche von einem be- 
stimmten Werthe einer complexen Variablen zu einem anderen 
bestimmten Werthe hinführen. Geometrisch ausgedrückt heisst 
dies : Eine reelle Variable kann nur auf einem einzigen Wege 
von einem Werthe zu einem anderen gelangen, nämlich nur 
auf dem zwischen den beiden entsprechenden Punkten liegen- 
den Stücke der Abscissenaxe. Eine complexe Variable da- 
gegen kann man auf unendlich vielen verschiedenen Linien 
oder Wegen von einem Werthe zu einem anderen gehen lassen. 
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§ 82. 

Es sei u = f {z) eine Function der complexen Variablen 
;8f = ä: + iy^ Da Diaii öine solche Wieder auf die Form einer 
complexen Grösse bringen kann^ so wird man setzen können 

w = z + i r , 

worin X und Y reelle Functionen von x und y bedeuten. 
Allein auf dieselbe Form kann man auch jede imaginäre oder 
reelle Function von x und y bringen, auch wenn in ihr 
X und y nicht gerade einzig und allein in der Verbindung 
X 4* iy enthalten sind; und es leuchtet ein^ dass nicht jede 
complexe Function von a; und y zugleich eine Function 
der complexen Variablen 8^ d. h. eine Function von 
X und y in der bestimmten Verbindung x + iy ist. Z, B. 
X — iy, x^ + y^, 2x + iy sind nicht Functionen von x + iy^ 
obwohl sie Functionen von x und y sind. Wir haben daher 
zunächst die Bedingungen aufzusuchen, welchen X und Y 
genügen müssen, damit 

u = X + iY 
wirklich eine Function von ;8f, d. h. von x -{- iy sei. 

Wenn dieser Fall stattfinden soll, muss man offenbar 

haben 

du du dz du du dz 



dx dz ' dx^ 


dy dz ' dy 


dz - 


Ty-' 


du du 
dx~ dz^ 


du . du 
dy~^ dz' 



oder da 
ist, 

Demnach ergiebt sich 

du du 1^ du ,|v 

dz~ dx~ i ' dy' ^^ 

Substituirt man darin u= X -\- iY, so erhält man 

dX ,.dY_l {dX ,.dY\ 
J^'^^d^— i \dy '^^ dy)' 

welche complexe Gleichung sogleich in die beiden reellen 

Gleichungen 

dx dy' dy dx ^ ^ 

zerfällt. Demnach enthalten die Gleichung (1), nämlich 

22* 
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du .du 

oder die daraus gefolgerten Gleichungen (2) die nothwendige 
Bedingung dafür, dass m eine Function von z sei. 

Aber diese Bedingung ist auch hinreichend. Substituirt 
man dieselbe nämlich in das vollständige Differential 



so erhält man 



dii=||t?a; + gdi/, 



(3) .... du^^-^^{ä.x-^idy) = fjz. 

Eliminirt man nun die Variable x mit Hülfe der Gleichung 
z =^ X ■\- iy^ sodass w dann eine Function von y und z 
wird, und unterscheidet die nach der Elimination gebildeten 
Ditferentialquotienten nach y und z von den vorigen durch 
Klammem, so ist auch 

Die Subtraction dieser Gleichung von (3) liefert 

»=(ii)''^+[(©-a*. 

welche Gleichung für willkürliche Werthe von dy und dz 
erfüllt sein muss. Daher folgt 

(du\ _ r. (du\ _ du 

\dy) ~ ' \dz)~'dx' 
Nachdem also aus u die Variable x mit Hülfe der Gleichung 
z = X -^ iy eliminirt worden ist, enthä-lt u auch kein y mehr, 
sondern ist eine Function von z allein. 

Damit ist dargethan, dass die Gleichungen (2) die noth- 
wendige und hinreichende Bedingung enthalten, dass X + i F 
eine Function von a; + iy sei. Wir können daraus noch 
eine andere wichtige Folgerung ziehen. Bildet man nämlich 

die Derivirte x-, so erhält man 
az ' 

dx , , dx . , ,(dY , , ar , \ 

du_dX+_idY_ c_xj_''j^d^^l^^^^ djJV 

dz dx-\-idy dx-\-idy 

dX d^Y (dX dY\ dy 
/ . X . __ dx'^^ dx'^ \dy '^'^ dy) d x 
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In Folge der Gleichungen (2) aber verwandelt sich dies in 

du ^ \dx'^^ dx) y^^ dx ) ^dXy>d_Y 

oder auch in 

du^ i \dy '^^ dyj V'^^dxJ ^l (dX .dY\ 

dz i-ft^ * \^y ^ ^yJ' 

"^ dx 
was wieder mit den Bedingungsgleichungen 

du du 1 du 

dz ' dx i ' dy 

übereinstimmt. Dies zeigt nun, dass die Derivirte -^ von 
dem Differentialverhältniss ^ unabhängig ist. um 

die Bedeutung davon einzusehen, erinnern wir uns, dass die 
Veränderung der Variablen z auf einem beliebigen Wege vor 
sich gehen kann. Nehmen wir nun an, es geschehe dies 
auf irgend einer Curve, deren Gleichung in rechtwinkligen 
Coordinaten 

y = (p{x) 

sei, dann giebt der Werth des Differentialverhältnisses ^ die 

Richtung dieser Curve im Punkte an. Wenn nun die 

Derivirte ^ von ^ unabhängig ist, so heisst dies, dass sie 

für jeden Weg, den die Variable einschlagen mag, den- 
selben Werth hat; mit anderen Worten, dass die Derivirte 

j^ von der Art, in welcher die Variable z sich verändert, 
az ' 

unabhängig ist. Bei einer Function einer reellen Variablen 

kommt die Veränderung der Variablen selbst nicht in Betracht, 

weil diese Veränderung eben nur auf eine einzige Art vor sich 

gehen kann. Bei Functionen von einer complexen Variablen 

dagegen spielt gerade die Verschiedenartigkeit, mit der die 

Variable sich verändern kann, eine grosse Rolle, und es ist 

daher von grosser Wichtigkeit zu zeigen, dass die Derivirte 

einer Function einer complexen Variablen von der Art der 

Veränderung der Variablen unabhängig ist. 

Nun leuchtet aber auf der anderen Seite ein, dass, wenn 
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dieses nicht der Fall wäre, der Begriff der Derivirten bei com- 
plexen Variablen gar nicht bestimmt sein würde, wenigstens 
nicht in der Weise bestimmt, wie bei reellen Variablen*); 
daher hat Biemann**) diese Bedingung der Unabhängigkeit 

der Derivirten von dem Werthe des DiflFerentialquotienten —^ 

zur Definition einer Function von einer complexen Variablen 
benutzt, und es soll nun noch in der Kürze gezeigt werden, 
dass man hievon ausgehend auch zu den nämlichen Be- 
dingungsgleichungen (2) gelangt. Wir haben oben unter (4) 

schon den vollständigen Ausdruck für die Derivirte ^ er- 
mittelt. Multiplicirt man beiderseits mit 1 + * t^> so erhält 
man die Gleichung 



du _ ax_ . dY 

dz dx dx 



^ dx V dz dy ^ dy)~^' 



welche zufolge der gemachten Forderung von — ^ unabhängig 
sein muss. Es muss daher für sich 

du_dX . . dY , .du_dX . . dY 

d^ — äS"+" * ä^' ^^^ ^ 5i — ä^ "•" * äy 

sein. Hieraus fliessen dann wieder wie oben die beiden Be- 
dingungen 

dX^dY 'dX^_dY 

dx dy' dy dx' 

Hienach ist also, wenn u=^ X-{- iY eine Function von 
^ == ^ -|- iy sein soll, keine der Functionen X und Y ganz 
willkürlich. Vielmehr findet man durch nochmalige Diflereu- 
tiation der vorigen Gleichungen 

dX^ "T- ^yi — ^h ^^2 i- ^yi — ^, 

*) Bei reellen Veränderlichen ist die Derivirte unabhängig von 
dem unendlich kleinen Zuwachs der Variablen. Soll dasselbe auch bei 
complexen Variablen stattfinden, so muss die Derivirte nicht allein von 
der Länge, sondern auch von der Richtung, der unendlich kleinen, 
durch dz dargestellten j^inie unabhängig sein ; und dieses letztere wird 

durch die Unabhängigkeit von |^ erreicht. 

**) Eiemann, Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Functionen 
einer veränderlichen complexen Grösse. (Inaug.-Diss.) Göttingen 1851. 

Cauchy bezeichnet X + iY auch dann als Function von x + iy^ 
wenn nur X und Y reelle Functionen von x und y sind; wenn die 
obige Bedingung erfüllt ist, nennt er die Function monogen. (Exer- 
cices d'analyse et de physique mathe'matique. Tome IV. p. 346.) 
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dass also beide Functionen der nämlichen partiellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung genügen müssen. 

Die vorstehende Bedingung enthält eine interessante geo- 
metrische Beziehung, die noch kurz erwähnt werden möge. 
Ebenso wie durch jeden Werth der Variablen £i == x -j- iy 
die Lage eines Punktes in der Ebene bestimmt ist; wird auch 
durch jeden Werth der Function t* = X + i F die Lage eines 
Punktes in derselben oder in einer anderen Ebene bestimmt^ 
indem X und Y die rechtwinkligen Coordinaten dieses Punktes 
sind. Wenn ii eine Function von ist, so ist die Lage des 
Punktes u von der Lage des Punktes abhängig, und be- 
schreibt der bewegliche Punkt eine Curve, so wird auch der 
Punkt u eine von der letzteren abhängige Curve beschreiben. 

Wir wollen nun die Beziehung auf- 
suchen, in welcher zwei solche Curven 
stehen müssen, wenn die Bedingung, 

dass die Derivirte ^ von j^ , d. h. von 

der Grösse und Richtung von dz un- 
abhängig ist, erfüllt sein soll*). 

Es seien / und /' (Fig. 22) zwei 
unendlich nahe an einem dritten Punkte gelegene Punkte, 
und man setze die unendlich kleinen Verbindungslinien 
gg = d/, 00" = d0". 

Ferner seien t*, m , w" (Fig. 23) 
die den Punkten 0^ /, /' ent- 
sprechenden Punkte, und die 
ebenfalls unendlich kleinen 
Verbind ungslinien 

WM = dii', uu = dv!\ 

Dann besteht die obige Be- 
dingung darin, dass 

du du' j du dz 

j-T = -j-n oder j— ^ = -3-fT 
dz dz du dz 



7 




Fig. 22. 


9 




V 


■^ 


a 





Fig. 23. 



sein muss. 




*) Biemann, Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Functionen 
einer veränderlichen complexen Grösse, S. 3. 
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Setzt man aber 

dz' = zz =r (cos 9' + ^ sin g>'), 
dw = iiu = ()' (cos ^' + ^ sin ^'), 
dz" = zz" = r' (cos 9?" + i sin 9)"), 
du = wm" = q' (cos ^" + ^ sin ^"), 



so folgt 



also 



K (cos (^' — ^") + i sin (1/;' - ^")) 
= 4 (cos (9)' — 9") + i sin (9' — ^>")\ 



r 



: 4, , und ^' — ^" = 9>' — 9' 



4 — - 

in den Dreiecken z z z" und u u u sind also die Winkel z z z' 
und ti' u u' einander gleich, und die sie einschliessenden 
Seiten proportional; die beiden Dreiecke sind also ähnlich. 
Da nun 'dies für jedes Paar entsprechender Punkte, z und u, 
stattfinden muss, so ist die von dem Punkte u beschriebene 
Figur der von dem Punkte z beschriebenen inihre^n kleinsten 
Theilen ähnlich, und zwei sich schneidende Curven in der 
Ebene der u bilden denselben Winkel m^t einander, wie die 
entsprechenden Curven in der Ebene der z. 

Um das Vorhergehende durch ein Beispiel zu erläutern, 
betrachten wir die Function 





u = \%z. 




Da;^== 


X + iy ist, so erhält man 

&\ -r V! X — tgxtgtj/' 




und mit 


Berücksichtigung der Relation 






■ *^'^~\''+e-' 




nach einer leichten Rechnung 




(5) Z: 


_ 28in 2 a; y e 


_-.y 


/^ + c""^^+2cos2a;' "^ e^^ + e~ 


^^ + 2cos2a; 



und 
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man 



Fig. 22. 



Zuerst lassen sich durch Differentiation dieser Ausdrücke die 
Bedingungsgleichungen (2) leicht verificiren. Nimmt 
ferner an, der Punkt z bewege sich 
auf einer der Abscissenaxe in der Ent- 
fernung & parallelen Geraden (Fig. 22), 
so ist y constant = 6, während x ver- 
änd^lich bleibt. Um nun die Curve zu 
finden, welche der Punkt u beschreibt, 
während z in der angegebenen Weise 
sich bewegt, hat man nur in den Aus- 
drücken (5) y = & zu setzen und x zu eliminiren. Dann er- 
hält man zwischen den rechtwinkligen Coordinaten X und Y 
des Punktes ii die Gleichung 



+ 



-^ 



X2 + 3^ — 2 



26 , -26 

e +e 

26 

e — e 



b^^+i=o, 



(M) 



welche die Gleichung eines Kreises ist, dessen Mittelpunkt ]\[ 
(Fig. 23) auf der Ordinaten- Fig. 23. 

axe in der Entfernung 



26 , —26 

e + e 



vom Anfangspunkte liegt, 
und dessen Badius q 



.-L- 26 

e 



— 26 




ist. Lässt man femer den 
Punkt z sich auf einer der 
Ordinatenaxe in der Ent- 
fernung a parallelen Geraden 
bewegen (Fig. 22), so findet man die entsprechende Curve 
für den Punkt u, wenn man in (5) x = a setzt und y eliminirt. 
Dann etgiebt sich die Gleichung 

X2 + r2 + 2 cotg 2a Z — 1 = 0, ." . . (M') 
welche ebenfalls einen Kreis darstellt, dessen Mittelpunkt M' 
(Fig. 23) auf der Abscissenaxe in der Entfernung — cotg 2 a 
vom Anfangspunkte liegt und den Radius q 



(>' = + 



hat. 



sin 2 a 
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Wenn also der Punkt z sich auf zwei einander recht- 
winklig durchschneidenden, den Goordinatenaxen parallelen 
Geraden bewegt, so bewegt sich der Punkt u auf zwei Kreisen, 
deren Mittelpunkte auf den Goordinatenaxen liegen. Nach 
der obigen allgemeinen Betrachtung aber müssen, weil die 
Geraden rechtwinklig auf einander stehen, auch die Kreise 
sich rechtwinklig^ durchschneiden. Dies zu verificiren ist nicht 
schwer, da man leicht zeigen kann, dass die aus dem Mittel- 
punkte jedes Kreises an den andern Kreis gezogene Tangente 
dem Radius des ersten Kreises gleich ist. Man erhält be- 
kanntlich das Quadrat der aus einem beliebigen Punkte an 
einen Kreis gelegten Tangente, wenn man in den linken 
Theil der auf Null gebrachten und durch den Goefficienten 
von X^ und Y^ dividirten Gleichung des Kreises die Coordinaten 
des Punktes, aus dem die Tangente gelegt werden soll, sub- 
stituirt. Nun sind die Coordinaten des Mittelpunktes des 
Kreises {M) 



und 



26 , —26 

e + e 

T6 ^-2b' 

e — e 



Substituirt man diese Werthe in den linken Theil der Gleichung 
(M'), so erhält man 



26 . -26\« 

e -f- e 



- 1 



e''-^r'' (e^^-e-^7' 



und dies ist in der That das Quadrat des Radius q. Eben- 
so sind die Coordinaten des Mittelpunktes des Kreises (JT) 
resp. — cotg 2 a und 0. Diese in den linken Theil der 
Gleichung {M) substituirt, geben für das Quadrat der 
Tangente 

cotg2 2a-f 1 =--tV» 

® ' Bin* 2a' 

also das Quadrat des Radius q\ Die beiden Kreise durch- ' 
schneiden sich daher in der That rechtwinklig. Nimmt man, 

wie es in der Figur geschehen ist, a positiv und < -^ , und 6 

ebenfalls positiv an , so werden die Ausdrücke Von X und Y 
für X = a und y = b beide positiv , daher entspricht dem 
Punkte z der Punkt u. Man erhält ferner 
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d^^A . (e^" + e"^") cos 2a! + 2 
Sa>- ■G*''+e-^''+2co8 2x)" 

dY^A (e'''-e~^'')sin2a! 

Da diese Ausdrücke in der Nähe des Punktes u ebenfalls 
positiv sind, so wachsen in dem Kreise M mit wachsendem x 
sowohl X als auch F; und da ferner 

dy dx' dy dx' 

so nimmt im Kreise M' die Abscisse X mit wachsendem y 
ab, während Y wächst. Wenn daher der Punkt nach / geht, 
so geht u nach u] geht aber nach /', so bewegt sich u 
nach ti\ Die Figuren machen ferner anschaulich, dass die 
ziemlich nahe bei einander liegenden Punkte 0, /, /' ein 
Dreieck einschliessen , welches dem von den entsprechenden 
Punkten u, u\ u gebildeten Dreiecke nahezu ähnlich ist. 

§83. 

Wenn eine Function vollkommen eindeutig ist, d. h. 
wenn jedem Werthe der Veränderlichen nur ein einziger 
Werth der Function entspricht, wie bei den algebraischen 
rationalen, den Exponential- und trigonometrischen Functionen, 
so muss offenbar der Werth, den die Function in irgend einem 
Punkte (d. h. für irgend einen Werth der Variablen 0) er- 
hält, ganz unabhängig sein von dem Wege, auf welchem die 
Variable zu jenem Punkte gelangt ist; denn wäre dies nicht, 
so müsste die Function für denselben Werth der Variablen 
verschiedene Werthe annehmen können. Anders aber verhält 
sich die Sache bei den zwei- und mehrdeutigen Functionen. 
Bei diesen ist in der That der Weg, auf welchem die Variable 
zu einem Punkte gelangt, von Einfluss auf den Werth, 
welchen die Function in diesem Punkte annimmt. Ob näm- 
lich eine zwei- oder mehrdeutige Function diesen oder jenen 
ihrer Werthe in irgend einem Punkte erhält, hängt ab: erstens 
von dem Werthe, den man der Function im Ausgangspunkte 
der Veränderlichen* giebt, und zweitens von der Beschaffen- 
heit des Weges, auf welchem die Veränderliche von dem 
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Ausgangspunkte zu dem zu untersuchenden Punkte hingeht. 
Es kommt dabei darauf an, ob zwei Wege, welche von einem 
Punkte 00 zu einem anderen Punkte hinführen, gewisse 
Punkte, die wir mit Cauchy"^) ausgezeichnete Punkte 
(points singuliers) nennen wollen, einschliessen oder nicht. 
Diese Punkte sind solche, in welchen entweder die Function 
unendlich oder unstetig wird, oder in welchen zwei oder 
mehrere, im Allgemeinen verschiedene, Werthe der Function 
einander gleich werden. Nehmen wir z. B. die Function 

so besitzt sie im Allgemeinen zwei Werthe für jeden Werth 
von 8, nämlich 

für den speciellen Werth = a (oder in dem Punkte = a) 

aber fallen diese beiden Werthe in den einen u = c zusammen; 

ausserdem wird die Function {\it 0=b unendlich und unstetig; 

daher sind 

^= a und = b 

die beiden ausgezeichneten Punkte für diese Function. 

Wir setzen voraus, dass die ausgezeichneten Punkte einer 

zu untersuchenden Function discrete, in endlichen Entfernungen 
Fig. 24. ^^^ einander befindliche, Punkte sind, und 

nehmen ferner an, dass die verschiedenen 
Werthe, welche die Function in einem und 
demselben Pankte annehmen kann, um end- 
liche Grössen von einander verschieden sind, 
so lange der Puükt einem ausgezeichneten 
Punkte nicht unendlich nahe liegt. Betrachtet 
man nun zwei einander unendlich nahe liegende 
Wege, welche von einem Punkte 0q zu einem 
anderen Punkte führen (Fig. 24), ohne durch 
einen ausgezeichneten Punkt hindurch zu gehen, 
zeigen, dass eine Function auf beiden Wegen 

in denselben Werth erhält, wenn sie von dem Punkte ^^ 

•) Gauchy, Exercices d'analyse et de physique, mathömatique 
Tome IV. p. 327. 
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beide Male mit demselben Werthe ausgeht*). Stellen wir 
uns vor, zwei bewegliche Punkte durchliefen die beiden Wege 
in der Art, dass sie gleichzeitig «f„ verlassen, gleichzeitig in 
ankommen und stets einander unendlich nahe bleiben. Es 
seien Wj, Wj, %, ... die stetig auf einander folgenden 
Werthe, welche die Function in den stetig auf einander 
folgenden Punkten ;?,, z.^, z^, ... des einen Weges na- 
nimmt; v^, Vj, «73, . . . die ebenfalls stetig auf einander 
folgenden Werthe der Function auf dem anderen Wege, so 
dass je zwei Werthe t**, Vk zweien unendlich nahen Punkten - 
der beiden Wege angehören. Da ein ausgezeichneter Punkt 
nicht überschritten wird, so bleibt Uk stets um eine end- 
liche Grosse von einem anderen Werthe, den die Function in 
dem nämlichen Punkte Zk haben kann, verschieden; man 
kann daher eine endliche Grösse p angeben, so beschaffen, 
dass der Modul**) der Differenz zwischen Uk und einem 
anderen Werthe der Function in dem nämlichen Punkte Zk 
an allen Stellen des Weges grösser als p bleibt. Da die 
Punkte, in welchen die Function die Werthe Uk und Vk be- 
sitzt, der Annahme nach unendlich nahe liegen, so kann 
auch der Modul der Differenz Uk — Vk nur entweder unend- 
lich klein oder grösser als p sein. Wenn daher die Werthe u i 
und Vk im Punkte z von einander verschieden wären, so 
mösste der Modul der Differenz Uk — - Vk irgendwo plötzlich 
von einem unendlich kleinen Werthe zu einem endlichen 
Werthe, der grösser als p ist, überspringen. Allein da 
nirgends ein ausgezeichneter Punkt überschritten wird, so ist u 
auf seinem Wege stetig, ebenso v, also muss es auch die 
Differenz u — v sein. Dieselbe muss daher fortwährend un- 
endlich 'klein bleiben, und, wie sie im Punkte z^ Null ist, 
auch im Punkte z wieder Null werden. 

Es erhellt sogleich, das3 dieser Beweis seine Kraft ver- 
liert, wenn die beiden Wege einen ausgezeichneten Punkt 
überschreiten ; denn dann wird entweder die Function unstetig, 
oder die verschiedenen Werthe der Function in dem näm- 



*) Puiseux, Recherches sur les fonctions algdbriquea. {Liouville^ 
Journal de mathtoatiques. Tome XV. p. 370.) 
**) Vgl. die Bemerkung auf S. 336. 
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liehen Punkte nähern sieh einander in der Nähe des aus- 
gezeichneten Punktes, soda'ss der unterschied Uk — Vk der 
Functionswerthe in zwei unendlich nahen Punkten der beiden 
Wege' beliebig kleine endliche Werthe annehmen kann. 
Würde z. B. in der so eben betrachteten Function 






+y'^ 



— a 
b 



der Punkt ^ == h tiberschritten, so würde die Function 
eine Unterbrechung der Stetigkeit erleiden; würde aber der 
Punkt = a überschritten, so würde der Unterschied der 
beiden Werthe c + £ und c — 6, welche die Function in 
einem nahe an a liegenden Punkte annehmen kann, also 2 e, 
beliebig klein gemacht werden können, wenn man die Variable 
nur nahe genug an den Punkt a herangehen, d. h. den Modul 
Yon — a klein genug werden lässt. 

Denkt man sich jetzt eine Reihe auf einander folgender 
und unendlich nahe an einander liegender Wege, alle zwischen 
den Punkten iSq und 0, und so beschaffen, dass nirgend ein 
ausgezeichneter Punkt überschritten . oder von zwei Wegen 
eingeschlossen wird , so erhält die Function auf allen diesen 
Wegen den nämlichen Werth im Punkte 0. Daraus folgt 
dann : wenn man einen Weg zwischen zwei Punkten gQ und 
so durch allmälige Uebergänge in einen anderen Weg zwischen 
den nämlichen Punkten umformen kann, dass dabei ein aus- 
gezeichneter Punkt nicht überschritten wird , so . erhält die 
Function in auf dem zweiten Wege denselben Werth wie 
auf dem ersten. Fallen die Punkte und 0q zusammen, so 
dass der Weg eine geschlossene Linie bildet, so erhält die 
Function, wenn die Variable diese geschlossene Linie durch- 
laufen hat und zum zweitenmale nach 0q kommt, in 0q den- 
selben Werth, den sie beim Ausgange von 0q hatte, wenn 
man die geschlossene Linie durch allmälige Uebergänge auf 
den Punkt 0q reduciren kann, ohne einen ausgezeichneten 
Punkt zu überschreiten. 

Wir werden nun im nächsten § an einigen Beispielen 
sehen, wie der Werth einer mehrdeutigen Function sich ändert, 
wenn die Variable zwei Wege beschreibt, die nur mit Ueber- 
schreitung eines ausgezeichneten Punktes in einander um- 
geformt werden können. 
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§ 84. 
Betrachten wir als erstes Beispiel die Function 

dieselbe besitzt einen ausgezeichneten Punkt ;8r = 0; in diesem 

werden die beiden im Allgemeinen von einander verschiedenen 

Werthe + j/is und — j/0 einander gleich , nämlich beide 

gleich 0. Nehmen wir an, die Veränderliche gehe von 

dem Punkte 0=1 {a, Fig. 21) aus j,.g g^ 

und durchlaufe die Peripherie eines 

um den Nullpunkt als Mittelpunkt 

beschriebenen Kreises; dann kann 

diese geschlossene Linie nicht auf 

den Punkt jgr = 1 reducirt werden, 

ohne dass dabei der ausgezeichnete 

Punkt jgr = überschritten wird. Geht 

nun die Function u = ^0 von dem 

Punkte 0=1 mit dem Werthe u = -\' 1 aus, und setzt man 

= r (cos g) + i sin g)), 
so ist zuerst im Punkte 0=1, r = 1 und g) = 0; durch- 
läuft dann die Peripherie des Kreises in positiver Richtung, 
d. h. in der Richtung, in welcher der Winkel q) wächst, so 
bleibt r constant = 1, und q) nimmt von bis 2:;r zu. 
Kommt also die Veränderliche wieder nach dem Punkte 0=1 
zurück , so ist jetzt 

= cos 27t -{- i sin 2;r, 
und folglich 

u = 1/0 = cosjr + * sin:;r = — 1 ; 

die Function hat also jetzt im Punkte == 1 nicht wieder 
den ursprünglichen Werth -|- I7 sondern den anderen Werth — 1 
erhalten. Lässt man nun die Variable statt des Kreises irgend 
eine andere geschlossene, den Nullpunkt umgehende Linie 
vom Punkte 0=1 aus beschreiben, so kann diese Linie durch 
allmälige Aenderungen in den Kreis übergeführt werden, ohne 
dass dabei der Nullpunkt überschritten wird. Wenn also die 
Variable auf dieser Linie zum Punkte = 1 zurückkehrt, so 
erhält die Function ebenfalls den Werth — 1. Dies lässt 



Digitized byLjOOQlC 



352 Abschn. XX. Üeber Functionen einer complexen Variablen etc. § 84. 

sich auch direct einsehen, denn es ändert sich dabei nichts, 
als dass der Radius Vector r nicht mehr constant ist; der- 
selbe kommt aber, nachdem er eine Reihe von Werthen durch- 
laufen hat, im Punkte z=,\ wieder mit dem Werthe 1 an, 
und die Veränderung des Winkels ^) ist die nämliche, wie 
bei dem Kreise. 

Es gehe jetzt die Variable von dem Punkte jS? = 1 , der 
in Fig. 21 durch a dargestellt ist, in einer geraden Linie 
nach einem beliebigen Punkte z\ die Function t« = j/^, aus 
dem Punkte a mit dem Werthe u=^ -\- \ ausgehend, erlange 
auf diesem Wege in z den Werth TJ* Nun kann jeder von a 
nach z führende Weg, welcher den Nullpunkt nicht umwindet, 
in die gerade Linie az übergeführt werden, ohne dass dabei 
der Nullpunkt überschritten wird. Also erlangt auf jedem 
solchen Wege die Function u 'waz den Werth XJ. Lässt man 
dagegen die Variable zuerst eine geschlossene Linie um den 
Nullpunkt herum beschreiben, dann nach a zurückkehren und 
jetzt erst von a nach z in gerader Linie gehen, so hat die 
Function ^z bei der Rückkehr nach a den Werth — 1 er- 
halten, sie geht also nun von a mit dem Werthe — 1 aus 
und erlangt demzufolge in z den Werth — J7. In den so- 
eben beschriebenen Weg lässt sich nuir ohne Ueberschreitung 
des Nullpunktes jeder Weg umformen, welcher den Nullpunkt 
einmal umwindet. Auf jedem solchen W^ege erlangt also die 
Function im Punkte z den Werth — TJ. Auch dies kann 
man direct einsehen, wenn man bedenkt, dass der Winkel 9? 
bei einer ümwindung des Nullpunktes in positiver Richtung 
den Werth -j- 2n: annimmt, wenn mit der Werth von 9? 
bezeichnet wird, den dieser Winkel auf der geraden Linie 
in z erreicht. Fragen wir uns nun noch, was aus der Function 
wird, wenn die von a ausgehende und den Nullpunkt um- 
gebende geschlossene Linie zweimal durchlaufen wird, so ist 
die Antwort leicht. Nimmt man statt der beliebigen Linie 
wieder den Kreis mit dem Halbmesser 1 , und lässt man die 
Variable die Peripherie desselben zweimal hinter einander 
durchlaufen, so hat man schliesslich 

= cos 4:Jt -{- i sin 4jr, 
also 

li = y = cos 2jt -j- i sin 27r = + 1 ; 
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die Function erreicht also dann wieder den ursprünglichen 
Werth. Hieraus geht nun hervor, dass es, übereinstimmend 
mit der bekannten Zweideutigkeit der Function y z , über- 
haupt nur zwei Klassen von Wegen giebt, auf welchen diese 
Function, von einem Punkte a mit einem bestimmten Werthe 
ausgehend, in einem anderen Punkte z verschiedene Werthe 
erhält. Als Repräsentant der einen Klasse kann die von a 
nach z führende gerade Linie angesehen werden; als Reprä- 
sentant der anderen Klasse hingegen dieselbe Gerade, welcher 
jedoch irgend eine, von a aus den Nullpunkt umgebende, 
geschlossene Linie vorangeht. Wie diese geschlossene Linie 
beschaffen ist, ist gleichgültig, man könnte dazu den oben 
erwähnten Kreis nehmen; zweckmässiger aber, besonders der 
späteren Betrachtungen wegen, ist der schon auf S. 338 be- 
schriebene Weg, bei welchem man die Variable von a in 
gerader Linie bis zu einem nahe an dem ausgezeichneten 
Nullpunkte liegenden Punkte h gehen, dann einen ganzen 
Kreis um den Nullpunkt beschreiben und endlich von h nach 
a auf derselben geraden Linie zurückkehren lässt. Dass auch 
auf diesem Wege die Function ^ z das Zeichen wechselt, 
folgt sogleich daraus, dass dieser Weg, ohnß den Nullpunkt 
zu überschreiten, in den Kreis mit dem Halbmesser 1 um- 
geformt werden kann; es ist aber leicht direct nachzuweisen. 
Setzt man nämlich wieder 

je; = r (cos g? + i sin g)), 

und bezeichnet mit q den Halbmesser des kleinen Kreises, so 
ist zuerst 9 constant = 0, und r nimmt von 1 bis q ab; bei der 
ersten Ankunft in & hat also z den Werth q (cos + ** sin 0), 
den entsprechenden Werth von Y^ wollen wir mit q^ be- 
zeichnen. Nun bleibt r constant =(>, und 9 geht von bis 2jn:; 
demnach ist bei der zweiten Ankunft in h 

z ^^ Q (cos 2n + i sin 2%)^ 
also 

u=^yz=^^ (cos Ä + i sin :?r) = — (j"' . 

In dem noch übrigen Theile des Weges bleibt 9 constant 
= 2ä, und r nimmt von q bis 1 zu, daher kommt u mit 
dem Werthe — 1 in a an. Wichtig ist es dabei, zu bemer- 

Dnröge, eUipt. Funotionen. 3. Aufl. 23 
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keil; dass der Radius q des um den ausgezeichneten Punkt 
beschriebenen Kreises beliebig klein genommen werden kann. 
Ja, es steht nichts im Wege, ihn bis ins unendliche ab- 
nehmen zu lassen. In diesem Falle soll der soeben beschrie- 
bene Weg nsLch Fuiseux*) eine Elementarcontur (contour 
elementaire) genannt werden**). 

Zweites Beispiel. Die Function 



■j/z — a 




in welcher a und h zwei complexe Constanten bedeuten, hat 
zwei ausgezeichnete Punkte (Fig. 25), nämlich 

IS = a und je? = & . 
Wir nehmen an, die Function 
gehe von dem Punkte je? = mit 

dem Werthe u = -^ j/ ^ aus, las- 
sen zuerst die Variable die Elemen- 
tarcontur um den Punkt a durchlau- 
fen und untersuchen, welchen Werth 

die Function bei der Rückkunft nach o erhält. Zu diesem 

Zwecke setze man 

z — a = r (cos 9 -(- i sin g)); 
dadurch wird der Anfangspunkt in den Punkt a verlegt, die 
feste Richtung aber, von welcher die Winkel q) gezählt werden, 
bleibt ungeändert. Es sei ^q der Werth des Winkels q) in 
dem Endpunkte a des geradlinigen Theiles der Elementar- 
contur, der Radius des kleinen Kreises = (>, dann ist im 
Punkte a 

z — a = Q (cos fpQ-\- i sin g?Q), 
und daher der entsprechende Werth von w, welcher mit Uq 
bezeichnet werden möge, 

■_. p^ (cos i yo - f i sin j <po) 
[a — 6 + p (cos qpo + * sm qpo)] ^ 



*) Puiseux, Recherches sur Jes fonctions alg^briques. {Liouville, 
Journ. de math. T. XV. p. 411.) 

**) Clebsch und Gordan (Theorie der AbeFschen Functionen) nennen 
einen solchen geschlossenen Weg sehr passend eine Schleife, p. 82. 
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Wird nun der kleine* Kreis von der Veränderlichen durch- 
laufen, so erhält diese bei der Rückkehr nach a den Werth 

;8f = a + () [cos (g)o + 2jr) + i sin (g)« + 2;r)]; 

die Function aber wird 

q^ [cos {\ qPo + J g) + * gjp ik <P.. + »)1 

{ a — 6 + 9 [cos (qpo + 2 w) + i sin (<po + 2 w)] } ' 
1 .ii 
9» (cos ^ qpo -f- * siP j yo) ^ 

[a — 6 -j- 9 (cos qpo + * 81^ 9^0)] 

= — %; 

sie wechselt also das Zeichen. Geht dann die Variable von 
of nach o zurück, so behält die Function das geänderte Zeichen 

bei und kommt in dem Punkte o mit dem Werthe — y \ ^^• 

Ebenso verhält sich die Function bei der zweiten Ele- 
mentarcontur um den Punkt J. Setzt man, um dies zu unter- 
suchen, 

z — h = T (cos 9 4-i siii 9)? 

und bezeichnet mit tp^ und Wq die Werthe, welche 9? und u in 
dem Endpunkte /} des geradlinigen Theiles der Elementar- 
contur auf dieser geraden Linie erhalten, sowie den Radius 
des kleinen Kreises mit (), so ist 

_ [& ~ g + 9 (cos <po +t sin qpp)]^ 
p* (cos ^ qpo + * sui 4 9>o) 
Nachdem aber der kleine Kreis beschrieben worden ist, der 
Winkel 9? also um 2it zugenommen hat, erlangt die Function 
in /J den Werth 

_ [& — g + p (cos yp + i sin yo)p _ ^ 

w = 7— j = — Wo ; 

^^ (cos ^ qpo + t sin 4 qpo) 

die Function wechselt also auch bei dieser Elementarcontur 
das Zeichen. 

Wird die nämliche Elementarcontur zweimal hinter ein- 
ander von der Variablen durchlaufen, so wechselt die Function 
zweimal das Zeichen, erhält also den ursprünglichen Werth 
wieder. Dasselbe tritt aber auch ein, wenn beide Elementar- 

conturen, eine nach der anderen, durchlaufen werden; auch 

23* 
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dann kommt die Function mit dem ursprünglichen Werthe 
nach o zurück. 

Betrachten wir nun alle möglichen Wege, welche von 
dem Punkte o nach einem beliebigen Punkte ß führen, so 
können alle diejenigen, welche keinen der ausgezeichneten 
Punkte umwinden, auf die gerade Linie oß reducirt werden; 
auf diesen erhält also die Function in z den nämlichen Werth, 
wie auf der geraden Linie, welcher Werth, wie oben, mit TT 
bezeichnet werden möge. Alle Wege femer, welche nur 
einen der beiden ausgezeichneten Punkte umwinden, können 
in die betreffende Elementarcontur mit darauf folgender ge- 
rader Linie oz übergeführt werden, ohne dass ein ausgezeich- 
neter Punkt überschritten wird. Auf allen diesen Wegen 
erhält daher die Function in z den Werth — U. lEndlich 
können alle Wege, welche beide ausgezeichnete Punkte zu- 
gleich umwinden, durch den Weg ersetzt werden, welcher 
entsteht, wenn man der geraden Linie o^ beide Elementar- 
conturen, eine nach der anderen, vorangehen lässt. Da die 
Function hiebei zweimal das Zeichen wechselt, so erlangt sie 
auf allen diesen Wegen in z den Werth + U. 

Es giebt bei der vorliegenden Function also ebenfalls 
nur zwei Klassen von Wegen, auf denen dieselbe in dem 
nämlichen Punkte verschiedene Werthe erhält. Die eine 
Klasse wird durch die gerade Linie repräsentirt; die andere 
aber erhält man, wenn man der geraden Linie eine der 
beiden Elementarconturen vorangehen lässt. 

Die vorigen Beispiele erläutern, wie eine Quadratwurzel 
jedesmal ihr Zeichen wechselt, wenn die Variable um einen 
Punkt, in welchem die Wurzelgrösse entweder Null oder un- 
endlich wird, eine geschlossene Linie, oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, eine Elementarcontur beschreibt. Die letztere 
ist besonders auch darum vorzuziehen, weil der Radius des 
kleinen Kreises immer so klein genommen werden kann, dass 
nur ein einziger der ausgezeichneten Punkte umschlossen 
wird. — Betrachten wir nun noch einige transcendente 
Functionen. 

Drittes Beispiel. Die Function 
u •= log z 
wird für je? = unendlich, daher ist der Nullpunkt für sie 
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ein ausgezeichneter Punkt. Maü gehe von dem Punkte 0=^1 
(a in Fig. 21) mit dem Werthe w = ^.^ \^ 

aus und lasse die Variable einen 
Kreis mit dem Radius 1 um den Null- 
punkt durchlaufen.' Setzt man 

z = r (cos 9 + i sin q>) = r^^ > 
so ist 

u = log r + ifpy 

wo log r den reellen Logarithmus des 
immer positiven Radius Vector bedeutet. Wenn nun die 
Variable die Peripherie des Kreises in positiver Richtung 
durchläuft und wieder nach a zurückkommt, so ist constant 
log r = log 1 = 0, aber g? ist von bis 23r gewachsen; daher 
erhält die Function den Werth 

Durchläuft aber die Variable den Kreis in negativer Richtung, 
so hat q) von bis — 2% abgenommen und dann erhält die 
Function in a den Werth 

— 27ci. 
Dieselben Werthe erhält die Function auch, wenn die Ele- 
mentarcontur um den Nullpunkt in positiver oder negativer 
Richtung durchlaufen wird. Lässt man nun die Variable den 
Kreis (oder die Elementarcontur) zweimal nach einander in 
positiver oder negativer Richtung durchlaufen, so erhält tp 
den Werth + 4jn:, und daher die Function den Werth 
+ 4;ri. Nach w-maliger Umkreisung des Nullpunkts in posi- 
tiver Richtung und m-maliger Umkreisung in negativer Rich- 
tung erhält ebenso die Function im Punkte a den Werth 

2 (w — m) ui. 
Bezeichnet man also jetzt mit n eine positive oder negative* 
ganze Zahl oder auch Null, so kann die Function im Punkte 
a unendlich viele Werthe annehmen, die in der Formel 

2n%i 
enthalten sind. Daraus folgt dann sogleich, dass die Function 
auch in einem beliebigen Punkte z unendlich viele Werthe 
erhält, welche durch 

(log z) + 2n7ci 
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bezeichnet werden können^ wenn (log ;8f) denjenigen Werth 
bedeutet, deb die Function, von dem Punkte £i «= 1 mit dem 
Werthe m = ausgehend, im Punkte z auf der geraden 
Linie az erhält. Alle Wege, welche von a nach z führen, 
können hier entweder auf die gerade Linie aß reducirt werden, 
oder man kann sie dadurch ersetzen, dass man die Elementar- 
contur, beliebig oft und in beliebigen Richtungen durchlaufen, 
der geraden Linie vorangehen lässt. Man sieht, auch hier 
ist die üebereinstimmung mit der bekannten Vieldeutigkeit 
des Logarithmus vollständig vorhanden. 

Viertes Beispiel. 

w = arc tg ;gf. 

Die Untersuchung dieser Function lässt sich auf das 
vorige Beispiel zurückführen, wenn man den Arcus Tangens 
in einen Logarithmus verwandelt. Man hat bekanntlich 

w^arctg^=^log^ ^ 

und diese Form zeigt, dass die Function arc tg ;s; zwei aus- 
gezeichnete Punkte hat , nämlich jg? = + i und ;e? = — i. 
Diese Punkte liegen auf der Ordinatenaxe zu beiden Seiten 
des Nullpunkts in der Entfernung 1 von dem letzteren (a und & 
Fig 26). Dabei bemerke man aber, 
dass die Function log (i — z^ nur den 
einen Punkt jgr = -[- i^ und die Function 
log {i + z) nur den andern Punkt 
jgr = — i zum ausgezeichneten Punkte 
hat. Wir lassen nun die Function 
arc tg z von dem Punkte je? = mit 
dem Werthe w = ausgehen und be- 
zeichnen den gemeinschaftlichen Werth, 
mit welchem die Functionen log {% — z) und log (i •\- z) den 
Nullpunkt verlassen, durch u^ . Durchläuft dann die Variable 
zuerst die Elementarcontur um den Punkt -{-1^(0), in posi- 
tiver Richtung, so erhält, wenn z zum Nullpunkte zurück- 
gekehrt ist, die Function log (i — z) den Werth u^-\-2ni 
(wie entweder aus dem vorigen Beispiele oder auch durch 



1 
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directe Betrachtung mittelst der Substitution ♦ — e = re*^ 
leicht erhellt) ; die Function log (t + z) aber bleibt ung^ndert 
gleich Wj, weil der umwundene Punkt + * f^ sie kein aus- 
gezeichneter Punkt ist; demnach bekommt die Function arc tg je; 
den Werth 

« = ji («1 + 2;ri) — ^. m, = ar. 

Wird ebenso die andere Elementarcontur um den Punkt 
— i, (b) in positiver Richtung von der Variablen durchlaufen, 
so erhält die Function log (i — js;) wieder den ursprüngUchen 
Werth M|, weil diese Function nur den Punkt + ^ zum aus- 
gezeichneten Punkte hat, die andere Function log (i -{- z) 
dagegen erhält den Werth u^ + ^jti] mithin wird die Function 
arc tg ß oder 

^ = A ^1 ~ 2i (^1 + ^^*) = — Ä. 
Eine mehrfach wiederholte Umkreisung einer Elementar- 
contur vervielfacht den Werth + jr, eine Umkreisung in 
entgegengesetzter Richtung giebt ihm das entgegengesetzte 
Zeichen; also enthält überhaupt die Formel 

in welcher n eine positive oder negative ganze Zahl oder Null 
bedeutet, alle Wertiie, welche die Function arctgje? im Null- 
punkte erhält, wenn die Variable die beiden Elementarcontüren, 
jede beliebig oft und in beliebigen Richtungen, durchläuft. 

Bezeichnet man nun mit (arc tg 0) den Werth, den die 
Function in einem beliebigen Punkte z annimmt, wenn die 
Variable in gerader Linie von nach geht, so werden alle 
Werthe des Arcus Tangens im Puncto durch den bekannten 
vollständigen Werth dieser vieldeutigen Function 

(arc tg 0) + fiTt 
ausgedrückt, denn alle von nach führenden Wege reduciren - 
sich entweder auf die gerade Linie 00 oder lassen sich da- 
durch ersetzen, dass vor der geraden Linie eine der beiden 
Elementarcontüren oder beide, ein oder mehrere Male, in 
positiver oder negativer Richtung, durchlaufen werden. 

Die behandelten Beispiele zeigen, dass eine vieldeutige 
Function alsdann verschiedene Werthe für denselben Werth 
der Variabein annehmen kann, wenn die letztere verschiedene 
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Wege durchläuft, die gewisse ausgezeichnete Punkte ein- 
schliessen. Wenn nun diese Punkte unserer Voraussetzung 
gemäss discrete, in endlichen Entfernungen von einander 
befindliche^ Punkte sind^ so kann man immer gewisse Theile 
der Ebene abgrenzen, innerhalb welcher ein Umwinden eines 
solchen Pimktes nicht möglich ist; innerhalb eines solchen 
Theiles bleibt also auch eine im Allgemeinen vieldeutige 
Function einwerthig, da die Variable solche zwei Wege, auf 
denen die Function in dem nämlichen Punkte zwei ver- 
schiedene Werthe erhalten würde, nicht beschreiben kann. 
Ist ein solcher Theil der Ebene abgegrenzt, was immer leicht 
geschehen kann, so nennt CawcÄy*) die Function monodrom 
in diesem Theile der Ebene. So ist z. B. die Function Arcus 
Tangens monodrom innerhalb eines Kreises, der mit dem 
Radius 1 um den Nullpunkt beschrieben ist; oder zwischen 
zweien, durch die Punkte +i und — i der Abscissenaxe 
parallel gezogenen, geraden Linien**). Eine eindeutige 
Function ist daher in der ganzen Ausdehnung der pbene 
monodrom. Beschreibt die Variable eine geschlossene 
Linie, und erhält eine Function f{z)y wenn die Variable, von 
einem beliebigen Punkte dieser Linie ausgehend, wieder zu 
demselben Punkte zurückkehrt, den nämlichen Werth wie 
beim Ausgange, so wollen wir sagen, die Function f(z) sei 
monodrom auf dieser geschlossenen Linie. 

Wenn eine Function der complexen Variabein ^ in Rie- 
mann's Sinne, oder nach Cauchy's Benenming eine monogene 
Function, in einem gewissen Theile der Ebene (welcher auch 
die ganze unendliche Ebene umfassen kann) monodrom und 
zugleich überall in diesem Theile der Ebene endlich und 
stetig ist, so soll sie nach Cauchy***) eine in diesem Theile 
der Ebene synektische Function genannt werden. Die 
Function sin ist z. B. synektisch in der ganzen Ausdehnung 

*) Cauchy, Exercices d'analyse et de physique math^matique. 
Tom. IV. p. 325. 

**) Man kann auch die Abgrenzung dadurch herbeiführen, dass 
man von jedem ausgezeichneten Punkte eine gerade Linie ausgehen 
lässt, und der Variablen nicht gestattet, diese Linie zu überschreiten. 
***) Cau>chy, Sur les rapports diffi^rentiels des quaniit^s g^om^triques 
et sur les integrales synectiques des äquations diff^rentielles. (Comptes 
rendus. 1865. Tome 40. p. 447.) 
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der Ebene, die Function tg z ist dagegen synektisch in einem 
mit dem Radius ~ um den Nullpunkt beschriebenen Kreise, 

denn für ;gf = ^ ^^^ s^® unendlich. 

§ 85*). 

Das bestimmte Integral von einer Function einer com- 
plexen Variablen lässt sich genau in derselben Weise definiren, 
wie das bestimmte Integral einer reellen Function. 

Es seien z^ und z irgend zwei complexe Werthe der 
Variablen z. Man denke sich die Punkte, welche diese beiden 
Werthe repräsentiren, durch eine beliebige ununterbrochene 
Linie verbunden (Fig. 24) und nehme auf derselben eine 
Reihe eingeschalteter Punkte an, welche den pi« 24 

Werthen z^y z^^ * - - * Zn der Variabein ent- 
sprechen. Ist ferner f (z) eine gegebene 
Function von Zy und bildet man die Summe 
der Producte 

so ist der Grenzwerth derselben, wenn die 
Anzahl der zwischen z^ und z längs der be- 
liebigen Linie eingeschalteten Werthe bis ins 
Unendliche zunimmt, die DiflFerenzen z^ — z^, 
Z2 — ^xy etc., also bis ins Unendliche abnehmen, 
das bestimmte Integral zwischen den Grenzen Zq und z, also: 

fmdz=lim[fiz,){z,-Zo)+fM{Z2-^t) + -+f{^^^^ 

Dabei muss im Allgemeinen*^), damit die Summe der Producte 

*) Vgl. hieza: 

Cauchy , Sar les integrales qui s'^tendent ä tous les points d'one 
conrbe ferm^e. (Comptes rendas. 1846. Tome 23. p. 251.) 

Cauchy, ConsidärationB nouvelles sur les integrales d^finies, qui 
s'^tendent ä. tous les pöints d^uue conrbe ferm^e et sar Celles, qui sont 
prises entre des limites imaginaires. (Comptes rendus. 1846. Tome 23. 
p. 689.) , 

Pimeux, Becherches sur les fonctions algäbriques (LiouviUe^ 
Joum. de math. Tome 15. p. 365). 

**) Setzt man f(z) dz=^ dF(z)^ so behält das IntegrsA auch in 
dem Falle einer Stetigkeitsunterbrechung von f{z) seinen Sinn, wenn 
nur F(z) stetig bleibt. 
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sich wirklich einem bestimmten Grenzwerthe nähere^ die 
Function f {z) in allen Punkten der ununterbrochenen Linie 
einen endlichen Werth besitzen und in keinem eine Unter- 
brechung der Stetigkeit erleiden. 

Man sieht, dass diese Definition von der gewöhnlichen 
Definition eines bestimmten Integrals bei reellen Variablen 
in nichts Wesentlichem verschieden ist. Ein Unterschied be- 
steht allerdings darin, dass, wie es die Natur einer complexen 
Veränderlichen erfordert, der Weg, den dieselbe zwischen 
zwei Werthen z^ und z durchläuft^ kein vorgeschriebener ist, 
sondern jede beliebige ununterbrochene Linie sein kann. Ein 
zweiter Unterschied besteht darin, dass man bei reellen 
Variabein die Diflerenzen je zweier auf einander folgender 
Werthe gleich annehmen darf. Dies ist bei complexen 
Werthen der Variablen nicht immer erlaubt, denn da die 
Differenzen z^ — Zq, z^ — z^, etc. die geraden Linien z^z^^ 
z^z^y etc. ihrer Länge und Richtung nach darstellen, so 
würde die Annahme der Gleichheit dieser Differenzen zugleich 
voraussetzen, dass der von der Variablen durchlaufene Weg 
die von Zq nach z führende gerade Linie sei. Es ist aber, 
wie wir schon im vorigen § gesehen haben, von der höchsten 
Wichtigkeit, den Weg, welchen die Variable durchläuft, nicht 
näher «u bestimmen, sondern derselben alle Wege oflfen zu 
erhalten. Es ist auch aus der Lehre der reellen bestimmten 
Integrale bekaont, dass die Annahme der Gleichheit der 
Differenzen durchaus nicht wesentlich ist. Man kann daher 
folgende von reellen Integralen geltende Sätze unmittelbar 
auf complexe Integrale übertragen: 

1) Bedeutet jSf* irgend einen der von der Variablen durch- 
laufenen Werthe, so ist 

jf{z) ds ='Jf{z) dg+}f{z) dz. 

•o «0 «fc 

2) Es ist 

Jf{z)dz^-ff{z)dz, 

d. h. durchläuft die Variable die Linie, welche die stetige 
Aufeinanderfolge ihrer Werthe darstellt, in umgekehrter 
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Bichtung, so erhält das Integral den entgegengesetzten 
Werth. 

Ehe wir nun zu einer näheren Untersuchung des Ein- 
. flusses übergehen, den der von der Variablen durchlaufene 
Weg* auf den Werth des Integrals hat, schicken wir die 
folgende Betrachtung voran: 

Es seien P und Q zwei reelle Functionen von zwei 
Variablen x und y von der Beschaffenheit, dass sie für alle 
Werthe dieser Variablen, welche, als rechtwinklige Coordinaten 
angesehen, den Punkten einer von einer geschlossenen Linie 
begrenzten ebenen Fläche angehören, endlich, stetig und ein- 
deutig sind. Dies vorausgesetzt, kann mau das Doppelintegral 



'-//(H-lf)^»^^. 



genommen in Bezug auf den ganzen, von der geschlossenen 
Linie begrenzten Theil der Ebene, in ein einfaches Integral 
verwandeln, welches sich nur auf solche Werthe von x ^nd y 
erstreckt, deren zugehörige Punkte auf der Peripherie der 
geschlossenen Liuie liegen. 

Schreibt man das Integral J in der Form 

'^'=11^ ^^ ^y -IP4 ^^ *^y = ''* - «^^ 

so kann man im ersten Theile 
die Integration nach a?, im 
zweiten Theile die nach y aus- 
führen. Zieht man nämlich 
die zu einer beliebigen Ordi- 
nate y zugehörige Abscisse, 
welche die geschlossene Linie 
zweimal durchschneidet (Fig. 
27), und bezeichnet die den 
Durchschnittspunkten zuge- 
hörigen Werthe der Function 
Q mit Q und Q\ so hat man, 
da die Function Q innerhalb 
der Linie endlich, stetig und eindeutig vorausgesetzt wird, 

^^ =y JH ^"^ ^y = ^^' ^y - f^ ^y- 









Fig. 27. 
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In diesen Integralen geht y von der ersten, äussersten Ordi- 
nate b bis zur letzten V. In dem ersten Integrale bat man 
daher für ö" alle Werthe der Function Q einzusetzen, welche 
dieselbe nach und nach in den Punkten der Linie BQf'S ^ 
annimmt. Ebenso hat man in dem zweiten Integrale für Q 
alle diejenigen Werthe der Function Q einzusetzen, welche 
diese nach und nach in den Punkten der Linie BQ'S an- 
nimmt. Lässt man aber in dem zweiten Integrale die Ordi- 
nate y in umgekehrter Richtung von V nach h gehen ^ so 
kehrt das zweite Integral sein Zeichen um, zugleich wird 
der Theil BQ'S" der geschlossenen Linie ebenfalls in um- 
gekehrter Richtung, nämlich von JB' über Q' nach B, durch- 
laufen und bildet mit dem ersten Theile BQ"B' zusammen 
die ganze geschlossene Linie. Demnach erhält man 

dieses Integral längs der ganzen geschlossenen Linie ge- 
nommen; d. h. es sind für Q alle diejenigen Werthe dieser 
Function zu setzen, die dieselbe in den Punkten der ge- 
schlossenen Linie BQ^'B'QfB hat. 

Ebenso kann m^n nun auch das zweite Integral 

behandeln. Bezeichnen P' und P" die Werthe, welche die 
Function P in den beiden Durchschnittspunkten einer zu einem 
beliebigen Werthe von x zugehörigen Ordinate erhält, so ist 

Hier geht x von a bis a, das erste Integral ist also längs 
der Linie AP'A\ das zweite längs der Linie AP' Ä zu 
nehmen. Kehrt man aber in dem letzteren wieder das Zeichen 
um, so vereinigen sich beide Integrale zu einem einzigen, 
JPdXy welches auf die ganze geschlossene Linie -4.P"-4.'P-4 
auszudehnen ist. Allein, wie man sieht, ist jetzt die Inte- 
gration in JP dx in umgekehrter Richtnng zu nehmen wie 
früher fn JQ dy. Will man daher bei beiden Integralen die 
Richtung die nämliche sein lassen, so muss man setzen 
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und erhält alsdann schliesslich 

Man kann also ein in Bezug auf eine von einer geschlossenen 
Linie begrenzte ebene Fläche genommenes Integral in ein 
längs der geschlossenen Linie genommenes, und umgekehrt^ 
verwandeln. 

Es sei nun wie früher . , 

u = f{z) = X + iY 
eine Function der complexen Variablen 

;ef == a; -|- iy. 

Wir betrachten das Integral Jf {z) dZy bei welchem die 
Variable z eine geschlossene Linie beschreibe; und nehmen 
aU; dass die Function f{z) innerhalb dieser geschlossenen 
Linie überall synektisch sei, d. h. dass sie, in allen Punkten 
im Innern und auf der Peripherie der geschlossenen Linie 
endlich und stetig bleibe, und dass sie denselben Werth 
wieder erhalte, wenn die Variable die geschlossene Linie be- 
schrieben hat. Dann ist 

ff (z) de=f(X + i T) {dx + i dy) 

= f{Xdx '^ Tdy) + if{Ydx + Xdy). 
I^ach dem eben bewieseneu Satze lassen sich diese beiden 
Integrale in Doppelintegrale verwandeln, sodass mau erhält 

Wenn nun aber X -{- i¥ eine Puntion von ist, so müssen 
nach § 82 (2) die Bedingungen 

erfüllt sein; folglich sind beide Doppelintegrale Null, und 
daher auch 

ffi0)d0 = O. 

Wir haben hiermit folgenden Satz gewonnen: 
Satz I. Das Integral von einer Function einer 
complexen Veränderlichen, längs einer geschlosse- 
nen Linie genommen, hat stets den Werth Null, 
wenn die Function innerhalb dieser Linie überall 
synektisch ist. 
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Hieraus geht sofort das Verhalten der Werthe eines 
Integrals hervor, wenn man die Variable zwei verschiedene, 
aber zwischen denselben zwei Punkten enthaltene, Wege durch- 
laufen lässt. Des präciseren Ausdrucks halber möge dabei 
folgende Bezeichnung angewendet werden : 
Wenn die Variable z den Weg ach (Fig. 28) 
durchläuft, so soll das Integral 
h 
Sf(/)dz mit J {ach) 



Fig. 28. 




bezeichnet werden. Es seien nun ach und 
adh zwei von a nach h führende Wege, 
so beschaffen, dass innerhalb der dadurch 
begrenzten Fläche die Function f {z) über- 
all synektisch sei; dann ist nach dem vorigen Satze 

J {adh cd) = 0. 
Weil aber 

J {adhca) = J{adh) + J{hca), 

und 

J{hca) = — J{ach) 

ist, so ist 

J {ach)=^ J{adh)'^ 

d. h. Satz U. Wenn in einem bestimmten Integral 
die Variable beim üebergang von der unteren zur 
oberen Grenze zwei verschiedene Wege durchläuft, 
so erhält das Integral auf beiden Wegen denselben 
Werth, wenn die Function innerhalb der von den 
beiden Wegen eingeschlossenen Fläche überall 
synektisch ist. 

Man kann die Bedingung, unter welcher (^eser Satz gilt, 
auch dadurch ausdrücken, dass man sagt, der von den beiden 
Wegen eingeschlossene Theil der Ebene darf keinen aus- 
gezeichneten Punkt der Function enthalten; denn wenn dies 
nicht der Fall ist, so ist die Functipn in jenem Theile der 
Ebepe synektisch. Zu bemerken ist ferner, dass der gemein- 
schaftliche Anfangs- und Endpunkt der beiden Wege auch 
zusammenfallen können, sodass beide Wege geschlossene 
Linien bilden, die jedoch den Ausgangspunkt gemeinsam 
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haben; der Satz bleibt dann immer noch ftchtig, wenn nur 
in dem zwischen den beiden Wegen hegenden Flächenstücke 
sich keine ausgezeichneten Punkte befinden, wie auch übrigens 
die Function beschaffen sein mag. 

Nehmen wir wieder an, die Variable z durchlaufe eine 
geschlossene Linie adhca (Fig. 28), und die Function f {e) 
sei monodrom auf derselben, aber es befinden sich in deren 
Innern ein oder mehrere Punkte ^, in welchen die Function 
unendlich wird, so kann man nicht mehr Pig. 28. 

behaupten, dass das längs der geschlossenen 
Linie genommene Integral" gleich Null 
ist; wir werden vielmehr weiter unten 
sehen, wie wir unter gewissen Voraus- 
setzungen den Werth desselben ermitteln 
können. Lässt man nun aber die Variable jsr 
eine andere geschlossene Linie efge, 
welche den oder die Punkte t ebenfalls 
umgiebt, in der nämlichen Richtung durchlaufen, und ist die 
Function f {0) innerhalb des von den beiden geschlossenen 
Linien begrenzten Raumes überall endlich und stetig und 
ausserdem auch auf der zweiten Linie efge monodrom, so hat 
das Integral längs der Linie adhca denselben Werth, wie 
längs der Linie efge. Denn verbindet man einen Punkt e 
der einen Linie mit einem beliebigen Punkte a der anderen 
so, dass die Verbindungslinie den von der Linie efge um- 
schlossenen Raum nicht durchschneidet, so ist 

J{aefgea) = J {adhca) f 

weil man auf diese beiden Integrale den vorigen Satz an- 
wenden kann. Nun ist aber 

J {aefgea) = J(ae) + J {efge) -f J{ea) = J{efge), 

denn da die Function f {z) auf der Linie efge monodrom ist, 
so hat sie beim Durchlaufen der Linie ^a in dieser Richtung 
dieselben Anfangs- und Endwerthe, wie vorher in der 
Richtung ae, folglich sind die Integrale J{ae') und J{ea) 
gleich und entgegengesetzt. Demnach ist, was zu beweisen war, 

Ji^fS^) = J(adhca). 
Man hat also auch folgenden Satz: 
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Satz III. Wenn die Variable z um einen oder 
mehrere Punkte herum, in welchen die Function /"(^s?) 
unendlich wird, zwei verschiedene geschlossene 
Linien durchläuft, und die Function f {z) sowohl 
längs diesen Linien monodrom ist, als auch in dem 
zwischen denselben enthaltenen Baume endlich 
und stetig bleibt, so hat das Integraiy/'(;er) rfjSf, längs 
beiden geschlossenen Linien genommen, denselben 
Werth. 

Es verdient hervorgehoben zu werden, dass dieser Satz 
nicht mehr gilt, wenn die Function f {z) auf den geschlossenen 
Linien nicht monodrom ist. Wäre sie z. B. eine Quadrat- 
wurzel, welche f ür is? = ^ unendlich wird, wie -. , so würde 

' Vz — r 

sie, wenn die Variable zum zweiten Male nach e kommt, das 
Zeichen wechseln, und dann würde J (ae) + J (eä) nicht 
gleich Null, sondern gleich 2J{ae) sein. 

Wir gehen nun zur Bestimmung des Werthes eines Integrals 

über, wenn dasselbe längs einer geschlossenen Linie genommen 
wird, innerhalb welcher die Function f {z) in einer bestimmmten 
Weise unendlich wird, während sie zugleich auf der ge- 
schlossenen Linie monodrom ist. Nehmen wir zuerst den 
Fall, dass die Function f (z) nur in einem einzigen Punkte t 
innerhalb der geschlossenen Linie unendlich werde, so sei adhca 
Fig. 28. (Fig. 28) diese Linie; dann hat das Inte- 

gral nach dem vorigen Satze längs jeder 
geschlossenen Linie, die innerhalb adhca 
liegt und den Punkt t umschliesst, den- 
selben Werth, wie längs adhca ^ also 
auch längs eines um t mit einem kleinen 
Radius q beschriebenen Kreises. Setzt man 
z — t =^ Q (cos (p -|- isin g?) = p e** , 

so bleibt, während z die Peripherie dieses 
Kreises durchläuft, q constant, und (p wächst von 9>q bis 
(pQ -\- 2jr, wenn (p^ den Anfangswerth von (p bezeichnet. 
Schreibt man femer 
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so erhält man; da 



dz Q e t aq> . •, 



,wird , 



z — t ^ i(p 



9o 



Der Werth des Integrals ist nach dem vorigen Satze von der 
Grösse des Radius ganz unabhängig, wofern der Kreis nur 
ganz innerhalb der Linie adbca liegt, oder wenigstens 
keinen zweiten ausgezeichneten Punkt umschliesst. Man 
kann daher den Radius q auch bis ins Unendliche abnehmen 
lassen ; dann nähert sich dem Werthe t,0 — t der Null, 
und f(0) dem Werthe f(t), welcher der Annahme nach un- 
endlich gross ist. Das Product (^ — t) f (ß) nimmt also die 
Form . oo an und kann daher möglicher Weise einen end- 
lichen Grenzwerth haben. Wir wollen nun diesen Fall an- 
nehmen, also voraussetzen, dass die Function f {0) zwar für 
= t unendlich werde , zugleich aber so beschaffen sei, dass 
das Product (0 — t)f(0) sich {ür = t einem endlichen Grenz- 
werthe nähere, welcher auch von g) unabhängig sei, d. h. 
welcher für jede Richtung, auf welcher man sich dem Punkte t 
nähert, derselbe bleibe. Bezeichnet man diesen Grenzwerth 
mit p , setzt also 

lim (0 — t)f {0) = p (für = t)y 
so wird nun 

(po-¥2n 
I f{0) d0 = ipfdg) = 2nip. 

Hiedurch ist der Werth des Integrals längs der geschlossenen 
Linie bekannt, sobald der Grenzwerth p gefunden werden 
kann. Für den Fall, dass f{t) nicht unendlich gross ist, ist 
p allemal Null, und wir kommen wieder auf den früheren 
Satz zurück, dass das Integral Null ist*). 



*) Diesen wichtigen Satz hat Cauchy zuerst, wenn auch in anderer 
Form, in der Abhandlung „Memoire sur les integrales däfinies" (Mä- 
moires pr^sentäs par divers aavans ä Pacadämie des sciences. Tome I. 
1827) ausgesprochen, von welcher Abhandlung Poisson in dem „Bul- 
letin des scienses par la sociäte philomatique de Paris" (Ann^e 1814. 
p. 185) einen Bericht gegeben hat. • 

Durögre, ellipt. FuDctioneu. 3. Aufl. 24 
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Dieser Satz kann nun sogleich auf den Fall ausgedehnt 
werden, dass die geschlossene Linie in ihrem Innern mehrere 
Punkte enthält, in denen die Function unendlich wird, wenn 
diese Punkte nur discrete, in endlichen Entfernungen von 
einander befindliche sind*). Nehmen wir beispielsweise an, 
es seien drei solche Punkte vorhanden, t^, t'i,'tz* Die Function 
f (z) sei in diesen drei Punkten unendlich gross, im übrigen 
aber innerhalb der geschlossenen Linie' synektisch, ferner 
mögen die Producte {^ — t^) f(ß), (^ — ^2) f (ß\ (^ "" ^3) f(ß) 
für ;g? = ^j , = t^j z = t^ bestimmte endliche Grenz- 
werthe annehmen, die resp. durch ^, , p^, p^ bezeichnet wer- 
den mögen. Dies vorausgesetzt, theile man die von der ge- 
schlossenen Linie begrenzte Fläche durch zwei Querlinien ac 
und fd (Fig. 29) so in drei Theile, dass 
jeder Theil nur einen der Punkte ^,, 
^2, ^3 enthält. Alsdann kann man den 
Werth des Integrals f f{ß) dz längs 
der Begrenzung eines jeden dieser 
Theile nach dem vorigen Satz bestim- 
men. Mit Anwendung der S. 366 
angegebenen Bezeichnung erhält man 
nämlich 

(6) J{acba)=27cip^y J{afdca)^27tipi, J {ßdf)=2nip^, 
wobei die geschlossenen Linien alle in der Richtung der 
wachsenden q) durchlaufen werden müssen. Nun ist aber 
J {achd) = J {ac) + J (fila) 
J (afdca) = J {af) + J (fd) + J {de) + J (ca) 
J{fedf)^J{fed) + J{df), 
folglich erhält man, da 

J(ac) + J(ca) = 0, J{fd) + J{df) = 




ist, 



J{acba) + J{afdca) + J{fedf) 
= J{cha) + J {af) + J{fed) + J {de) 
= J{ebafedc), 



*) Vgl. ausser den oben angegebenen Abhandlungen auch noch 
die folgende: 

Cauchy, Memoire sur les variations integrales des fonctions. 
Comptes rendus.' 1855. Tome 40. p. 651, 713 und 804. 
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d. h. die Summe der drei Werthe (6) ist gleich dem Integral 
längs der ganzen geschlossenen Linie genommen. Also ist 
dieses Integral 

J {clafedc) = 2ni {p^ + P2 +^3)- 

§ 86. 
Die im vorigen Paragraphen angestellten Betrachtungen 
deuten darauf hin, dass der Werth eines complexen Integrals, 
sobald die unter dem Integralzeichen stehende Function nicht 
überall synektisch ist, wesentlich von dem Integrationswege 
abhängig sein wird. Wenn dies aber der Fall ist, so kann 
ein bestimmtes Integral, dessen obere Grenze veränderlich ist, 
für einen und denselben Werth dieser oberen Grenze, je nach- 
dem die Variable, von der constanten unteren Grenze aus- 
gehend, diesen oder jenen Weg durchläuft, andere und andere 
Werthe erhalten, und daher eine mehrdeutige Function der 
oberen Grenze darstellen. Puiseux hat in der schon mehrere 
Male citirten Abhandlung gezeigt*), dass alle Integrations- 
wege auf gerade Linien und Elementarconturen zurückgeführt 
werden können, und es dadurch möglich gemacht, dass man 
alle Werthe, welche ein bestimmtes Integral annimmt, wenn 
alle möglichen Integrationswege berücksichtigt werden, wirk- 
lich angeben kann. Dieses soll nun an einigen Beispielen 
näher erläutert werden. 



f 



Erstes Beispiel. 
Wir beginnen mit dem Integral 

*dg 

z 

Die Function — ist zwar in der ganzen Ebene monodrom, 

aber sie wird unendlich für = 0. Der Nullpunkt ist daher 
ein ausgezeichneter Punkt, und wir können nach dem vorigen 
Paragraphen den Werth des Integrals bestimmen , wenn' es 
längs einer, den Nullpunkt umgebenden, geschlossenen Linie, 
also auch längs einer, von einem beliebigen Punkte ausgehen- 



*) Puiseux, Recherches sur les fontions algdbriques. III. Partie. 
{Lwumlle, Joum. de math. T. 15. p. 429.) 

24* 
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den Ele^entarcontur um den Nullpunkt genommen wird. 
Wir haben hier 

/■(^) = i-, # = 0, 
also 

demnach ist auch 

p = i, 

und der Werth des Integrals gleich 

+ 2;ri; 
^ je nachdem die Elemeiitarcontur in positiver oder negativer 
Richtung durchlaufen wird. Wird die Elementarcontur n-mal 
hinter einander in der gleichen Richtung durchlaufen, so ist 
der Werth des Integrals 

+ 2w3ri. 
Nimmt man nun das Integral zwischen den Grenzen 1 
und z, wo einen beliebigen Werth der Variablen bedeuten, 
und der Werth 1 durch den Punkt a (Fig. 21) dargestellt 

werden möge^ und bezeichnet man 
fX das längs der geraden Linie a0 ge- 
nommene Integral, welches das gerad- 
linige Integral genannt werden soll, 
mit (log 0)f so erhält das Integral 
nach dem zweiten Satze des vorigen 
Paragraphen auf jedem Wege, der 
den ausgezeichneten Punkt nicht um- 
schliesst, ebenfalls den Werth (log 0) ; 
jeder Weg aber, der den ausgezeichneten Punkt ein oder 
mehrere Male umwindet, ertheilt dem Integrale denselben 
Werth, wie der Weg, welcher entsteht, wenn man der geraden 
Linie die Elementarcontur von a aus um den Nullpunkt in 
ein- oder mehrmaliger Umkreisung vorhergehen lässt. Nimmt 
man daher auf alle Wege Rücksicht, welche die Variable von 
dem Punkte a bis durchlaufen kann, so erhält man für alle 
Werthe, die das Integral annehmen kann, die Formel ^ 



Fig. 21. 




/ 



~ = (log ^) + 2nxi, 



worin n jede positive oder negative ganze Zahl und auch Null 
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sein kann. Hieraus geht hervor, dass das vorliegende Integral, 
wenn man nur keinen der möglichen Integrationswege aus- 
schliesst, in der That die Function log z in ihrer ganzen 
Vieldeutigkeit darstellt. 

Zweites Beispiel. 
dz 



ß 



1 + z^ 

In diesem Integrale ist die Function 

1 



f(^) 



l + z^ 



Fig. 26. 




■tQ 



ebenfalls monodrom in der ganzen Ebene, sie wird aber un- 
endlich für j2f = -f- i und f ür ;8r = — t , daher sind die Punkte 
+ i und — i ausgezeichnete Punkte. 
Sie sind in Fig. 26 mit a und b be- 
zeichnet, untersucht man die Integrale 
längs der Elementarconturen um diese 
Punkte, so ist, wenn man t^ = i und 
^2 = — i setzt, 

folglich der Grenz werth für jsr = i: 

ebenso ist 

und der Grenzwerth für i3 = 



® 



z + i 
l + z^ 



z-i^ 



^ p^ = lim {0 - t^)f{0) = — -.-, 

die Werthe, welche das Integral längs der beiden Elementar- 
conturen um die Punkte + i und — i erhält, sind daher resp. 

+ Ä und — jr. 
Nimmt man das Integral längs der geschlossenen Linie, welche 
beide ausgezeichnete Punkte so umgiebt, dass beide in posi- 
tiver Richtung umkreist werden, so erhält dasselbe nach dem 
letzten Satze des vorigen Paragraphen den Werth 

7C — 7C = 0. 

Bezeichnet man nun , ähnlich wie vorhin, mit (arc tg 0) 
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das geradlinige Integral zwischen den Grenzen und je?, und 
lässt der geraden Linie die beiden Elementarconturen , jede 
beliebig oft, vorangehen, so sind alle übrigen Integrations- 
wege einem der ersteren äquivalent; daher ist der in Rück- 
sicht auf alle möglichen Integrationswege vollständige Werth 
des Integrals 

z 

Y^ =(arctg4?) + w:n:, 
ö 

wo n eine positive oder negative ganze Zahl (Null einge- 
schlossen) bedeutet, stellt also die vieldeutige Function Arcus 
Tangens vollständig dar. 

Wir wollen bei diesem Beispiele den Werth des Integrals, 
wenn es längs einer der beiden Elementarconturen genommen 
wird, des Folgenden wegen, auch noch direct ermitteln. 

Lässt man die Variable vom Nullpunkte auf der Ordi- 
natenaxe bis zu einem nahe an + i {a in der Fig.) liegenden 
Punkte a gehen, einen ganzen Kreis mit dem Radius q um a 
beschreiben und dann nach dem Nullpunkte zurückkehren, so 
zerlegt sich das längs dieses Weges genommene Integral in 
drei Theile, nämlich in die beiden geradlinigen Integrale 
J{pa) und J {ao) und das längs des Kreises genommene 
Integral. Aber da die Function monodrom ist, so hat sie, 
wenn ß zum zweiten Male nach a kommt, dort denselben 
Werth, wie beim ersten Male; folglich sind die beiden Inte- 
grale J{oa) und J {ao) gleich und entgegengesetzt und heben 
sich auf, sodass nur das Integral längs des Kreises ermittelt 
zu werden braucht*). Setzt man zu diesem Zwecke 

so ist auf diesem Integrationswege q constant, und g) wächst 
von 9q bis qpQ -|- 2jr, wenn q)Q den Anfangswerth von (p be- 
deutet. Nun ist aber 

8 -{- i = 2i -\- Qe'P, d0 = ige^'P dtp, 
demnach 

(po + 2n (pQ + 2n 

r dz ^ r tdtp ^ r dq> 



*) Dies folgt auch ans dem dritten Satze des vorigen Paragraphen. 
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Lässt man alsdann den Kadius q bis ins Unendliche abnehmen; 
so erhält man als Grenzwerth 



yo + 2^ 



p 



wie oben. Auf dieselbe Weise ergiebt sich durch die Sub- 
stitution 

bei der andern Elementarcontur der Integralwerth — 7t, 

Drittes Beispiel. 
dz 



r dz 



Hier ist die Function 

nicht in der ganzen Ebene monodrom, vielmehr wird sie nicht 
nur unendlich in den beiden ausgezeichneten Punkten = -\-l 
und = — 1 (c und d, Fig. 26), sondern sie wechselt auch 
das Zeichen, wenn die Variable eine rig. 26. 

geschlossene Linie um einen dieser 
Punkte beschreibt und auf ihren Aus- 
gangspunkt wieder zurückkommt. Zur 
Ermittelung der Integral werthe für die 
Elementarconturen reicht daher hier 
der Cauchy'sche Satz nicht mehr aus, 
sondern wir müssen dazu in ähnlicher 
Weise verfahren, wie es am Ende des 
vorigen Beispiels angegeben worden ist. Zugleich aber müssen 
wir auch den Werth angeben, mit welchem die Function 
j/l — z^ von dem Punkte = ausgehen soll, wir wählen 
dazu den Werth + !• Wir lassen also die Variable von o 
auf der Abscissenaxe bis zu einem nahe an c liegenden Punkte 
y gehen, beschreiben mit ihr einen Kreis um c mit dem Ra- 
dius Q und kehren auf der Abscissenaxe von y nach o zurück. 
Zerlegt man nun aber wieder das Integral längs dieser Ele- 
mentarcontur in die beiden geradlinigen Integrale J (oy), 
J (yo) und das Integral längs des Kreises, so heben sich die 
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beiden ersteren hier nicht auf; denn da die Function }/l — 0^ 
nach der Umkreisung des Punktes e mit dem entgegenge- 
setzten Zeichen nach y zurückkommt, die Elemente di2 auf 
dem Wege yo ebenfalls das entgegengesetzte Zeichen haben, 
so erhalten die Elemente 

dz 

auf dem Wege yo dieselben Werthe, wie auf dem Wege oy, 
und daher ist 

J iyo) = J {oy) und J (oy) + J{yo) = 2J{oy). 

Zur Ermittelung des kreisförmigen Integrals setze man ferner, 
damit q constant sei, 

dann erhält man 

1 + ^ = 2— pe»y, d^ = — iQe'V dtp, 
mithin 

Lasst man nun aber hierin den Badius q bis ins Unendliche 
abnehmen, so nimmt auch der Werth dieses Integrals bis ins 
Unendliche ab; zugleich nähert sich der Punkt y dem Punkte c, 
der Integralwerth für diese Elementarcontur reducirt sich 
daher auf den doppelten Werth des geradlinigen Integrals 
zwischen den Grenzen und 1. Folglich erhalt man dafür 






1 
2J (oc) = 2 Cr^dLr:. = 2 arc sin 1 = ä. 



Ganz in derselben Weise ergiebt sich, dass der Integralwerth 
für die Elementarcontur um — 1 sich auf den doppelten Werth 
des geradlinigen Integrals zwischen den Grenzen und — 1 
reducirt. Man erhält dann für dieses Integral den Werth 

2?^ = -^. 



Wenn die Function j/l — 0^ aus dem Punkte = mit dem 
Werthe — 1 ausgeht, so erhalten auch die Integralwerthe 
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längs der Elementarconturen die entgegengesetzten Werthe, 
also um den Punkt + 1 den Werth — 7t y und um den Punkt 

— 1 den Werth + ä; denn während auf der geraden Linie 
von bis -|- 1 oder — 1 geht, kann die Wurzel ihr Zeichen 
nicht wechseln, sondern behält das einmal erhaltene bei. 

Lässt man nun die Variable die Elementarcontur um den 
Punkt + 1 zweimal hinter einander durchlaufen, so erhält 
das Integral nach dem ersten Umlaufe den Werth + sr; nun 
hat aber die Wurzel das Zeichen gewechselt, der zweite Um- 
lauf giebt also dem Integral den Werth — jt und daher beide 
zusammen den Werth n — 7t = 0. Ebenso verhält es sich, 
wenn die Variable die Elementarcontur um den Punkt — 1 
zweimal hintereinander durchläuft. Wenn dagegen zuerst die 
Elementarcontur um den Punkt + 1, und dann die um den Punkt 

— 1 beschrieben wird, so erhält das Integral bei dem zweiten 
Umlaufe wegen des erfolgten Zeichenwechsels der Wurzel 
den Werth + 7t , und daher auf beiden Umläufen den Werth 
7t -\- 7t = 27t. Ebenso ist es, wenn zuerst die Elementarcon- 
tur um den Punkt — 1, und dann die um den Punkt + 1 
beschrieben wird; auf diesem Wege erhält das Integral den 
Werth —27C. 

Bezeichnet man nun wieder das geradlinige Integral 
zwischen den Grenzen und mit (arc sin 0), wenn die 
Wurzel mit dem Werthe + 1 von dem Punkte = aus- 
geht, so kann man zuerst dieser geraden Linie eine der beiden 
Elementarconturen vorhergehen lassen, dann erhält das Inte- 
gral wegen des nach dem Umlaufe um die Elementarcontur 
erfolgten Zeichenwechsels den Werth 

+ Ä — (arc sin 0). 

Zweitens kann man zuerst ' beide Elementarconturen hinter 
einander beliebig oft beschreiben, dann erfolgt eine gerade 
Anzahl von Zeichenwechseln, mithin kommt die Wurzel wieder 
mit dem Werthe -|- 1 nach dem Punkte 0=^0 zurück; geht 
man also hierauf in gerader Linie von nach 0, so erhält 
das Integral den Werth 

2n7t -f- (arc sin 0)] 
endlich kann man zwischen dem Umlaufe um beide Elemen- 
tarconturen und der geraden Linie noch einen Umlauf um 
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eine der beiden Elementarconturen einschalten; dann erhält 
man für das Integral den Werth 

2n7t + ^ — (arc sin 0). 
Damit sind alle Wege, auf welchen das Integral verschiedene 
Werthe erhalten kann, erschöpft, und es ergeben sich für 
diese die beiden Reihen 

(7) ' 2n7t + (arc sin 0) 

und 

(7) {2n+l)7t — (arc sin 0}, 

in welchen n jede positive oder negative ganze Zahl und 
Null bedeuten kann. 

Die drei bis jetzt betrachteten Beispiele zeigen, dass die 
drei Integrale 

J'*dz . r dz , r dz 

7- = log^, /p^P^, = arctg^, J^,=^^ = arc sm ^, 

10 4) 

vieldeutige Functionen ihrer oberen Grenzen darstellen, indem 
jedem Werthe der letzteren eiue Reihe von Werthen des 
Integrals zugehört, die um Vielfache gewisser constanter 
Grössen von einander verschieden sind. Diese Constanten 
sind bei den drei Integralen der Reihe nach 

2jtiy Tt und 2%, 
Betrachtet man nun umgekehrt die oberen Grenzen als 
Functionen der Integrale, so werden diese Functionen perio- 
dische Functionen, da sie für eine Reihe in arithmetischer 
Progression auf einander folgender Werthe d€s Integrals 
gleiche Werthe annehmen; bezeichpet man die Integrale mit 
u, so ist 
gw+2nÄi = ßt*^ tg (m + ^^) = tg ^? sin {u + 2n7i) = sin u. 

Man nennt daher die constanten Grössen, um deren Vielfache 
die Integral werthe sich unterscheiden, Perioden. 

Man kann sich von der Periodicität eine geometrische 
Vorstellung machen, wenn man die Ebene durch parallele 
Gerade in Streifen zerlegt; diese Parallelen laufen bei der 
Function e" der Abscissenaxe parallel und sind um 2:r von 
einander entfernt; bei den Functionen tg w und sin«* da- 
gegen sind sie der Ordinatenaxe parallel und haben resp. die 
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Entfernungen tc und 2% von einander. In jedem dieser 
Streifen erhält die Function ihre sämmtlichen Werthe, und 
in je zwei entsprechenden Punkten zweier verschiedener 
Streifen nimmt die Function dieselben Werthe an. Die 
Functionen &* und tg u nehmen in jedem Streifen jeden ihrer 
Werthe nur einmal an, d. h. sie haben in je zwei ver- 
schiedenen Punkten des nämlichen Streifens verschiedene 
Werthe. Die Function sin u aber nimmt wegen des zweiten 
der Ausdrücke (7) in jedem Streifen ihre sämmtlichen Werthe 
zweimal an, denn da nun auch 

sin [(2n + 1) Ä — u\ = sin,«^ 
ist, so erhält sin u den gleichen Werth für jede zwei Werthe 
von w, deren Summe entweder gleich n oder gleich einem 
ungeraden Vielfachen von 7t ist. Je 
zwei solche Punkte a, a oder 6, 6 des- 
jenigen Streifens z. ß., der von den 
durch den Nullpunkt und den Punkt 2% 
gezogenen Parallelen gebildet wird, 
liegen daher so, dass sie mit dem Null- 
punkt und einem der Punkte % oder 
3ä ein Parallelogramm bilden, in wel- 
chem die Gerade von o nach 7t oder 
von nach 3;r eine Diagonale ist. (S. 
Fig. 30.)*) 



Fig. ; 






Viertes Beispiel**). 
Zuletzt , wollen wir nun auch das elliptische Integral 



/- 



dz 



^(1 -•;?«) (l — Ä«;?«) 

betrachten. Dieses ist dem vorigen in vieler Beziehung 
analog. Auch hier ist die Function nicht monodrom, sondern 
wechselt das Zeichen beim Umlaufe um einen der vier aus- 
gezeichneten Punkte i2i==-|-l, z = -\-~^ ^ = — 1, z = — -v-. 

*) Ueber die weitere Ausführung dieser Betrachtungen verweisen 
wir auf die Schrift von Briot und Bouqueti „Theorie des fonctions 
doublement p^riodiques et, en particulier, des fonctions elliptiques." 

**) Vgl. hiezu die früher erwähnte Abhandlung von Fuiseux und 
die eben genannte Schrift von Briot und Bouquet, 
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Untersucht man die Integrale längs einer der vier Elemeniar- 
conturen, indem man annimmt, dass die Wurzelgrösse mit 
dem Werthe + 1 von dem Puncte = ausgeht, zerlegt 
man also wie vorhin das Integral längs der Elementareontur 
in zwei geradlinige und ein kreisförmiges, so werden auch 
hier die kreisförmigen Integrale unendlich klein. Um dies 
für alle vier zu gleicher Zeit einzusehen, bezeichnen wir die 

vier Werthe +1, +y> — 1» — y ^^^ ^; ^> ^; ^; sodass 
jeder der letzteren nach und nach jeden der ersteren bedeuten 
kann. Dann wird das Integral: 

1^ r dz 

^J y[z -a){z- h) {z -c)(z- d) ' 

Setzt man nun 

z ^ a = ()e»>, 

so bleibt bei der kreisförmigen Integration um den Punkt a 
der Radius q constant, und q) wächst von q)^ bis qp„ + 2ä, 
wenn ^q den Anfangswerth von q) bezeichnet. Dann ist 
ferner 

z — d = a —d'\- Qcf'P^ 
demnach geht das kreisförmige Integral über in 

J\-2ft 
y, V{a-b + 9e"P) (« - c + 9^f) (a - d + ^e"P) ' 
und wird, wie leicht ersichtlich, mit q zugleich unendlich 
klein. Da nun nach dem Umlauf um die Peripherie des 
Kreises die Wurzelgrösse ihr Zeichen gewechselt hat, und 
daher die geradlinigen Integrale einander gleich werden, so 
reduciren sich auch hier die Integrale längs der Elementar- 
conturen auf die doppelten Werthe der geradlinigen Integrale 

zwischen den Grenzen und resp. +1, +-jr» — 1; — t~- 

Dabei entsteht aber eine kleine Schwierigkeit. Wenn näm- 
lich der Modul Je reell, positiv und kleiner als 1 ist, so führen 

die geraden Linien von o nach + y durch die Punkte + 1 

hindurch. Bei der Integration zwischen den Grenzen o und 
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+ ^ müssen aber die ausgezeichneten Punkte + 1 vermieden 

werden. Dies kann nun zwar dadurch geschehen, dass man 
die gerade Linie in der Nähe dieser Punkte eine kleine Aus- 
biegung' machen lässt, aber dabei sind zwei verschiedene 
Wege möglich. Nehmen wir zuerst an, die Variable z gehe 
vom Nullpunkte bis zu einem nahe an +1 (a, Fig. 31) 
liegenden Punkte «/beschreibe einen kleinen Halbkreis 

um a nach a und gehe dann zu dem Punkte y {e in der 

Fig.) ; untersucht man dann den Werth, den das Integral auf 
diesem Wege erhält, so verschwindet das Integral längs des 
Halbkreises zugleich mit dem Radius des letzteren, weil sein 
Werth durch den Ausdruck (8) gegeben wird, wenn man 
darin statt der oberen Grenze 9)q + 2^ nur 9?^ + ä setzt; 
und da die Wurzelgrösse 
auf der Peripherie des 
Halbkreises das Zeichen 
nicht wechselt, so re- 
ducirt sich beim Ver- 
schwinden des Kreisradius 
der Werth des Integrals 
auf die Summe der bei- 
den geradlinigen Integrale 
J{oa) + J (ae). Man 
kann nun aber zweitens 
den ausgezeichneten Punkt 
a in folgender Weise um- 
gehen, wenn man die 
Variable von nach einem nahe an.a, aber ausserhalb der 
Abscissenaxe, liegenden Punkt <3j ;/ gehen, dann einen ganzen 
Kreis um a beschreiben und darauf von y nach e gehen lässt. 
Dann verschwindet zwar auch das kreisförmige Integral zu- 
gleich mit dem Radius, aber die Wurzelgrösse wechselt jetzt 
das Zeichen, und daher erhält man, wenn bei verschwinden- 
dem Radius der Punkt y mit a zusammenfällt, für den Werth 
des Integrals die Differenz J (oa) — J(ae)*). Hiedurch be- 

*) Die nämlichen zwei Werthe erhält man natürlich auch, wenn 
man den Punkt a einmal auf dem oberen, das andere Mal auf dem 
unteren Halbkreise umgeht. 
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stätigt Rieh, dass das geradlinige Integral zwischen den 

Grenzen und -, in der That nicht unzweideutig ist, wenn 

der Modul Tc als ein reeller, positiver, echter Bruch an- 
genommen wird. Dasselbe gilt von dem Integrale zwischen 

den Grenzen und — y . 

Aus diesem Grunde, und weil es auch eine leichtere 
Anschauung gewährt, wenn keine zwei der Elementarconturen 
in dieselbe gerade Linie zusammenfallen, wollen wir vorläufig 

annehmen, dass die Grösse -j- einen beliebigen complexen 

Werth habe, und demnach die Werthe + 1; + y; — 1; — -jt, 

durch die Punkte a, 6, c, d in Fig. 31 darstellen. Bezeichnet 
man dann ferner die Werthe der Integrale längs der vier 
Elementarconturen um'die Puncte a, 6, c, d der Reihe nach 
mit J., By Gj By so ist 



(9) 



-^Sm 



dz 



5 = 2 



'■Jm- 



■z^) (1 -k^g^) 



dz 



z^)(i-j(^^y 



— 1 



0=2 r ^^ 

B = 2C-—=M=====y 

j][/(l_««)(l-Ä«;g«)' 

• • 

und alle diese Integrale sind längs der zwischen den Grenzen 
liegenden geraden Linien zu nehmen. 

Es wiederholen sich nun die bei dem vorigen Beispiele 
angestellten Betrachtungen. Nach jedem Umlaufe um eine 
Elementarcontur wechselt die Wurzelgrösse das Zeichen, da- 
her erhält auch das Integral längs eines darauf folgenden 
Weges das entgegengesetzte Zeichen. tVird also eine 
Elementarcontur, z. B. die um a, zweimal hinter einander 
beschrieben, so ist der Werth des Integrals A — -4 = 0, 
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und ebenso bei den anderen. Werden aber irgend zwei ver- 
schiedene Elementarconturen hinter einander beschrieben, 
z, B. um a und 6, so ist der Werth des Integrals A — B. 
Alsdann hat die Wurzelgrösse zweimal das Zeichen gewechselt; 
geht also jetzt die Variable in gerader Linie von o nach 
einem beliebigen Punkte je?, und ist ü der Werth dieses gerad- 
linigen Integrals, so wird der Werth des auf dem ganzen 
Wege genommenen Integrals Ä — B -\- u. Man kann die 
beiden Elementarconturen um a und b zusammen der Geraden 
00 so oft vorangehen lassen, als man will, daher ist A — B 
eine der Perioden des Integrals. Da die Sache sich nun 
ebenso verhält, wenn man irgend zwei der Elementarconturen 
auf einander folgen lässt, so scheint es, dass man eben so 
viele Perioden erhalten wird, als die Anzahl der Combinationen 
der vier Elementarconturen zu je zwei beträgt, nämlich die 
folgenden sechs: 

A-S, A-G, A-Ba 

B-G, B-D, G-D.] ■ • * ^^"^ 

Allein zuerst erhellt leicht; dass die drei ""unteren sich auf 
die drei oberen reduciren, denn man hat 

B — D = A-^D—{A — B), 
C — D^A — D-^A—C)', 

die drei unteren entstehen also durch Verbindung der drei 
oberen; z. B. der Werth B — C würde auch entstehen, wenn 
man zuerst die Elementarconturen um a und c in positiver 
Richtung und dann die um a und h in negativer Richtung 
durchlaufen liesse. Man kann aber ferner zeigen, dass auch 
die dritte Periode A — D aus einer Verbindung der beiden 
ersten A — B und A — C hervorgeht. Um dies einzusehen, 
untersuchen wir den Werth des Integrals längs einer ge- 
schlossenen Linie, welche alle vier Punkte a, 6, c, d im 
Innern enthält. Zu dem Ende beschreiben wir um den Null- 
punkt als Mittelpunkt einen Kreis, der alle vier Punkte um- 
schliesst, und lassen die Variable zuerst in gerader Linie 
von «nach einem beliebigen Punkte f dieses Kreises gehen, 
den Kreis in positiver Richtung durchlaufen und von f wieder 
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nach zurückkehren; alsdann hat das Integral längs dieses 
Weges denselben Werth, wie längs der vier hinter einander 
durchlaufenen Elementarconturen, weil zwischen diesen beiden 

Wegen kein ausgezeich- 
neter Punkt liegt, und 
die beiden Wege den 
nämlichen Anfangspunkt 
und den, nämlichen End- 
punkt haben, folglich der 
zweite Satz des § 85 auf 
sie angewendet werden 
kann. Der Werth des 
Integrals längs dieses 
Weges ist also 

A — B + G — I). 
Wenn aber die Variable 
von dem Punkte f aus 
die Peripherie des Kreises durchläuft und wieder nach f 
zurückkehrt, so hat die Wurzelgrösse viermal das Zeichen 
gewechselt. Denn, denkt man sich von dem Punkte f aus 
Elementarconturen um die vier Punkte a, b, c, d beschrieben, 
so können dieselben durch allmälige Uebergänge in die 
Peripherie des Kreises umgeformt werden, ohne dass ein aus- 
gezeichneter Punkt überschritten wird,- Demnach hat die 
Wurzelgrösse bei der Rückkehr nach f denselben Werth 
wie beim Ausgange; da dann also die Wege of und fo mit 
demselben Zeichen der Wurzel durchlaufen werden, so heben 
die Integrale J {of) und J {fo) einander auf, und das längs 
der vier hinter einander durchlaufenen Elementarconturen 
genommene »Integral A — B -{- G — D hat denselben 
Werth, wie längs der Peripherie des Kreises allein. Dieses 
letztere Integral kann man aber ermitteln. Setzt man 
nämlich 

so erhält man dafür 



VW- 



Prfq) 



^^e^i^) (l -^«^«e^*^)' 
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oder . 



»o+27r 






'Po 

Nun ist der Werth dieses Integrals, da die Wurzelgrösse auf 
der geschlossenen Peripherie des Kreises monodrom ist, für 
jeden Werth des Radius q derselbe, wenn nur der Kreis alle 
die vier ausgezeichneten Punkte umschliesst. Man kann also 
auch den Radius bis ins Unendliche zunehmen, lassen, und 
dann hat das Integral den Grenzwerth Null. Demnach er- 
hält man 

A^B+C-D= 0*). 
Hieraus folgt 

^ -- D = JS - C, 
oder 

A-1) = {A — Cf) — {A — By, . . . (11) 

also ist auch die dritte Periode aus den beiden ersten zu- 
sammengesetzt, sodass die sechs unter (10) aufgestellten 
Perioden sich schliesslich auf die zwei folgenden 

Ä — C und Ä — B 
reduciren. 

Bezeichnet nun wieder u das geradlinige Integral zwischen 
den Grenzen und einem beliebigen Werthe 0, so kann man 
zuerst der geraden Linie die obigen beiden Paare von 
Elementarconturen, jede in beliebiger Wiederholung, voran- 
gehen lassen; das giebt, wenn n und m beliebige positive 
oder negative ganze Zahlen oder auch Null bedeuten, für das 
Integral folgende Reihe von Werthen: 

n{A-C) + m(A — B) + u] 

ferner kann man ausser diesen beiden Paaren von Elementar- 
conturen noch eine einzige der vier Elementarconturen dem 
geradlinigen Integral vorhergehen lassen; dann erhält man 



*) Diese Gleichung folgt in dem vorliegenden Falle schon aus den 
Formeln (9) ; die mitgetheilte Ableitung gilt aber zugleich für den Fall, 
dass an die Stelle der paarweise gleichen und entgegengesetzten Grössen 

+ 1,-1,4--^»—^ irgend vier beliebige Grössen treten. 

Duröge, eUipt. runctionen. 3. Aufl. 25 
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vier neue Reihen, nämlich wegen des nach einmaligem Um- 
laufe um eine Elemcntarcontur erfolgten Zeichenwechsels: 

n {Ä — (T) + m (A — B) + Ä - u, * 
w (^ - (7) + m (^ — 2/) + J? -. w, 

n{A-C) + m{Ä — B) + D-^u, 
aber diese lassen sich alle auf die erste reduciren, denn man hat 

n{A^C) + m(Ä — B) + B — u 
• =n(A-C) + {m-\){A'-B) + A^u, 
n{A^C) + m{A — B) + C-u 
= (w — 1) (^ - C) + m (J. — jB) + ^ — w; 

endlich weil" 

oder nach (11) 

n = A — {A — C) + (A -^ B) 
ist: 

w (^ — (7) + m (^ — :B) + D - u 
= (w - 1) (^ — C) + (m + 1) (^ — B)-^A — ti. 
Demuach sind alle Werthe, welche das Integral zwischen den 
Grenzen uud js auf allen möglichen Intregrationswegen er- 
halten kann, in folgenden zwei Formeln enthalten: 

n{A — C) + m{A''B) + Uy 
und 

n (A — C) + m {A - B) + A -- u, 

und es bleibt jetzt noch übrig, die Werthe von A, A — C 
und A — B wirklich anzugeben. 

Die beiden ersten machen keine Schwierigkeit; denn es 
folgt aus (9) C = — A, demnach ist 

^ 2 r ^' — 

' 1 
A-- C = 



A = 



J V[l - z^) (1 



k^z^) 



Der Werth von A — B ist das Integral längs der beiden 
auf einander folgenden Elementarconturen um a und b. Diesem 
Wege kann man aber folgenden anderen substituiren. Man 
gehe von o nach einem nahe an a gelegenen Punkte a, be- 
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schreibe einen ganzen Kreis um a, gehe dann von a in -ge- 
rader Linie nach einem nahe bei 6 liegenden Punkte ß und 
beschreibe ebenfalls einen ganzen Kreis um 6; darauf gehe 
man wieder von ß nach a zurück und endlich von «, ohne 
den Punkt a aufs Neue zu umwinden, nach dem Nullpunkte. 
Auf diesem Wege erhält 
das Integral denselben 
Werth; wie auf dem 
vorigen , weil zwischen 
beiden Wegen kein aus- 
gezeichneter Punkt liegt; 
und beide den nämlichen 
Anfangspunkt und den 
nämlichen Endpunkt ha- 
ben, also wieder der 
zweite Satz des § 85 an- 
gewendet werden kann« 
Nun erleidet die Wurzel- 
grösse bei der Umkreisung 
des Punktes a einen Zeichenwechsel; bei der Umkreisung des 
Punktes h einen zweiten Zeichenwechsel, sie kommt also mit 
dem ursprünglichen Zeichen in a wieder an, der Weg ou 
wird daher in beiden Richtungen mit gleichem Zeichen der 
Wurzel durchlaufen, und die geradlinigen Integrale J (oa) 
und J (ao) heben sich auf. Nehmen nun die Radien der 
Kreise bis ins Unendliche ab, so verschwinden die kreisförmigen 
Integrale, und da der Weg aß mit negativem, der umgekehrte 
Weg ßa dagegen mit positivem Zeichen der Wurzel durch- 
laufen wird, so reducirt sich der Werth von A — B auf den 
negativen und doppelten Werth des geradlinigen Integrals 
von a bis jS, d. h. wenn die Kreisradien verschwinden, der 
Punkt a mit a, und ß mit b zusammenfällt, zwischen den 

Grenzen 1 und ^r; also ist 




A-B 



-'fvw^' 



dz 



■2;2) (l — Ä;«j5«) 

Jetzt hat es kein Bedenken mehr, den Modul fc als einen 
reellen und positiven echten Bruch anzunehmen, denn die 

25* 
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geradlinigen Integrale sind jetzt nur noch zwischen den 
Grenzen 0, 1 und 1, ^ ^^ nehmen, sodass bei ihnen nie- 
mals ein ausgezeichneter Punkt überschritten wird. Macht 
man nun diese Annahme; so ist 

^' = K, 



ß 



K(l — z^) (1 - k^z^) 
und (nach S. 89) 



J 



2 

k 

dz . j^r 



Vii — z'^){i-'k'z^) 
demnach wird 

und die beiden Perioden sind, abgesehen vom Zeichen, 

A — C = 4:K, Ä-B = 2iK'', 
also sind alle Werthe des auf beliebigen Wegen zwischen den 
Grenzen und ^ genommenen elliptischen Integrals 

dz 



I-y 



in den beiden Formeln 

4:nK + 2miK' + u 
und V 

AnK+2miK' + 2K — U 
enthalten. 

Die umgekehrte Function sin am u ist daher doppelt 
periodisch, die Indices ihrer Perioden sind 4tK und 2iK', 
und man erhält 

j sin am {AnK + 2miK' + tt) = sin am w, 

^ ^ (sin am (2 (2w + l) K -{- 2miK' — u) = sin am ti. 
Wegen der zweiten Gleichung erhält die Function sin am u 
innerhalb jeder Periode denselben Wertli für zwei verschiedene 
Werthe von u, deren Summe entweder gleich 2K oder ein 
ungerades Vielfaches von 2K, oder eines von diesen beiden, 
vermehrt um ein Vielfaches von 2iK\ ist. 

Auch von der doppelten Periodicität kann man sich ein 
geometrisches Bild machen. Zieht man nämlich eine Reihe 
von geraden Linien in den Abständen 4:K der Ordinatenaxe 
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Fig. 32. 



parallel und eine zweite Reihe parallel der Abscissenaxe in 
den Abständen 2K' (Fig. 32), so wird dadurch die Ebene in 
Rechtecke eingetheilt, so dass die Function sin am u in jedem 
Rechteck ihre sämmt- 
lichen Werthe erhält 
und in je zweien ent- 
sprechenden Punkten - 
verschiedener Recht- 
ecke gleiche Werthe 
annimmt. Denn es 
seioa=4fir,ö&=2ir', 
und in p habe die 
Variable den Werth u ; 
macht man nun pp 
und p''p'' gleich und 
parallel o a, pp' und p'p" gleich und parallel o i, so hat die 
Variable in den Punkten p, p\ p" resp. die Werthe u + 4Z, 
M + 2iZ', u-{-4K+2iK', und folglich hat die Function 
sin am ti in ihnen denselben Werth wie in p. In jedem Rechteck 
nimmt sin am u denselben Werth zwei Mal oder in zwei Punkten 
an. Diese sind im Allgemeinen verschieden, können aber auch zu- 
sammenfallen. Bezeichnet man nämlich zwei solche Punkte oder 
Werthe von u mit u^ und u^j so ist nach der zweiten der 
Formeln (12) 




also 



+ M2 = 2 (2w + 1) ^ + 2miK% 
?^^1^ =.{2n+\)K+ miK'. • 



. . (13) 

Diese letzteren Werthe, welche mit h bezeichnet werden 
mögen, liefeirn diejenigen Punkte, in denen u^ und u.^ zu- 
sammenfallen; ausserdem aber zeigt sich, dass jedes andere 
Paar zusammengehöriger u^ und % so liegt, dass ihre Ver- 
bindungslinie durch einen Punkt h hindurchgeht und in diesem 
halbirt wird. Schliesst man in döm Rechteck oach die Ge- 
raden ic und ac aus, weil auf ihnen die Variable u gerade 
um 2iK' und A:K grösser ist, als in den entsprechenden 
Punkten der Geraden oa und oft, so fallen von den Punkten h 
vier in das Rechteck oach, und man erhält dieselben, wenn 
man in (13) den Zahlen n und m die Werthe und 1 giebt, also 
K, 3£, K+iK', ^K + iK, 
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welche in Fig, 32 mit A, Ä', Ä", h'" bezeichnet worden sind. 
Mit Hülfe eines dieser vier Punkte kann man auf die an- 
gegebene Weise zu jedem Punkte u^ den zugehörigen u^ finden, 
für welchen sin am u in dem nämlichen Rechteck denselben 
Werth zum zweiten Male erhält. 



Vorstehendes möge zu dem doppelten Zwecke, der hier 
vorlag, genügen. Es kam zuerst darauf an, die Schwierig- 
keiten zu entfernen, welche die Definition der elliptischen 
Function als Umkehrung des elliptischen Integrals unzweifel- 
haft darbietet, sobald man nicht complexe Integrale mit in 
Betracht zieht*). Es ist gezeigt worden, dass Integrale 
algebraischer Functionen, wenn man die Variable nicht bloss 
alle reellen, sondern auch alle möglichen stetig auf einander 
folgenden- complexen Werthe zwischen zwei bestimmten 
Grenzen durchlaufen lässt, unendlich viele verschiedene Werthe 
annehmen und durch ihre ümkehrung periodische Functionen 
erzeugen können ; ferner, dass man mit Hülfe der geometrischen 
Darstellung der imaginären Grössen eine deutliche Vorstellung 
von der doppelten Periodicität und von dem üebergange vom 
Reellen zum Imaginären gewinnen kann. Die zweite Absicht, 
die den in dem letzten Abschnitte angestellten Betrachtungen 
zum Grunde lag, ging dahin, auf die grosse Bedeutung hin- 
zuweisen, welche die Einführung complexer Variablen auf die 
Theorie der Functionen überhaupt, besonders der elliptischen 
Functionen hat. Es mag nun für das weitere Studium der 
letzteren von diesem Gesichtspunkte aus auf die oben er- 
wähnte Schrift von Briot und Bouquet, auf die betreffenden 
Abschnitte in Schlömilch's Compendium der höheren Analysis 
Bd. 2 und auf die Vorlesungen über die Theorie der ellip- 
tischen Functionen von Königsberger verwiesen werden. 



*) Vgl. die erste Note auf S. 4. 
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Glebscll, Dr. A.» Prof. an der polyteclinischen Schule zu Carlsrube [f als 
Professor in Göttingen], Theorie der Elasticität fester Kör- 
per. (XI u. 424 S.) gr. 8. 1862. geh. n. 9 Mk. 

„Der Herr Verfasser hatte als Lehrer an der polytechnischen Schale zu Carlsruhe Gelegpen- 
heit nnd Beruf, sich ausführlicher mit den Anwendung-en der allgemeinen Theorie der Elasticität 
auf die in der Technik besonders wichtig-en Fälle zu beschäftig-en. Die Resultate dieser Studien 
liegen uns jetzt in einem ziemlich umfangrreichen Werke vor, und man kann dem V'^erfasser nur 
Dank wissen, dass er unsere deutsche Literatur um eine Schrift bereichert hat, welche einerseits 
dem Techniker das Erlernen der streng-en Xheorie ermög'licht, ihm über die Genauig-keit seiner 
Resultate und die Zulässig-keit der in der Praxis üblichen Voraussetzungren Au rschluss g-iebt, anderer- 
seits den Mathematiker belehrt, wie man von den allg-emeinsten Gleichung'en der Beweg'ung-en 
und des Gleichg^ewichts elastischer Körper zu speciellen Fällen ^elang>en kann, und ihm die g-rosse 
Mühe und Zeit erspart, in den Arbeiten der Techniker den Weizen von der Spreu zu sondern. £s 
erglänzt daher dieses Handbuch das berühmte Werk des französischen Physikers Lame, welches 
vorzUgflich die allgemeinen Differentialgleichungen, ihre eleganten Transformationen, die Theorie 
der krystallüiischen Körper und ihre optischen Eigenschaften behandelt, während Herr Clebsch 
ausschliesslich unkrystaltinische Körper und deren Verschiebungen durch äussere Kräfte in Betrach- 
tung zieht.«' [Literarisches Centralblatt 1863, No. 81.J 

Theorie der binären algebraischen Formen. 



(VIII u. 467 S.) gr. 8. 1871. geh. n, 11 Mk. 

Gegenüber dem von Hrn. Fiedler übersetzten Salmon'schen Lehrbache, welches bisher das 
Hauptnuttel für das Studium der neuern Algebra war, wird man in dem vorliegenden Werke 
einerseits eine Beschränkung, andererseits Erweiterungen finden. Die Beschränkung besteht darin, 
dass nur binäre Formen behandelt sind. Dies wurde fast geboten durch den Umstand, dass nur 
die Theorie der binären Formen bis jetzt in gewissem Grade abgeschlossen scheint. Der Verfasser 
geht davon aus, Invarianten und Covarianten durch symbolische Producte zu definiren; ein Stand- 

5 unkt, welcher ihm schon vor 10 Jahren als der richtigste erschien.- Diese Ansicht hat im Laufe 
er Zeit um so mehr sich bei ihm festigen müssen, als gerade hiervon ausgehend Herr Gordaii den 
wichtigen Satz fand, dass die Anzahl der zu jeder Form gehörigen Invarianten und Covarianten 
eine endliche sei; und mit diesem Satze waren denn wieder Fragen gegeben, welche nur bei bi% 
n ären Formen aufgestellt und beantwortet werden können, und welche eben der Theorie der binären 
Formen jenen vorzugsweise entwickeilen Charakter geben. 

Indem diese und andere, auf frühem Arbeiten des Verfassers beruhenden Untersuchungen 
ausführlich behandelt sind, ist dem erwähnten Werke gegenüber eine sehr wesentliche Fortent- 
wickelang gegeben, welche bis zu dem neuesten Stande dieser Disciplin führt. 

Andrerseits wird in dem Werke die geometrische Interpretation berücksichtigt, welche 
neben den algebraischen Untersuchungen hergeht, und welche zugleich die Grundlage der synthe- 
tischen Geometrie liefert, nämlich die Theorie der Punktreihen und Sirahlenbüschel. 

Es ist endlich ein grosses Gewicht auf ausführliche Behandlung einiger Probleme^ gelegt, 
welche dem Studirenden als Master für die Behandlung algebraischer Fragen dienen können , und 
welche ihn so auch praktisch in einen der wichtigsten Theile der neuem Mathematik einführen. 

Clebsch, Dr. A., und P. Gordan, Professor in Erlangen, Theorieder 
Aber sehen Functionen. (XIII u. 333 S.) gr. 8. 1866. 
geh. . n. 7 Mk. 20 Pf. 

Die Herren Verfasser suchen in diesem Werke die Theorie der Aberschen Functionen auf 
eine ganz neue Weise zii begründen, welche das Interesse der Mathematiker in hohem Grade 
erregt und das Verständniss der Theorie wesentlich gefordert hat. 

Glebscil, Alfred, Vorlesungen über Geometrie. Bearbeitet und 
herausgegeben von Dr. Ferdinand Lindemann. Mit einem 
Vorwort von Felix Klein. Ersten Bandes erster Theil. (S. 1—496.) 
gr. 8. 1875. geh. n. 11 Mk. 20 Pf. 

» Ersten Bandes zweiter Theil. (S. 497—1050 u. 

Xn S.) gr. 8. 1876. geh. n. 12 Mk. 80 Pf. 

Beide Theile in einem Band, geh. n. 24 Mk. 

Es bedarf wohl kaum einer nähern Erklärung, wenn nach dem nur allen früh erfolgten 
Hinscheiden von A. Clebsch alsbald der Gedanke entstand, seine Vorlesungen über Geo- 
metrie, welche für das Studium der Wissenschaft von so hervorragendem Einflüsse waren, 
allgemein zugänglich zu machen. Es bezieht sich dies sowohl auf die ausschliesslich geo- 
metrischen, als auch auf einzelne Abschnitte anderer Vorlesungen, soweit in letzteren geo- 
metrische Probleme gelegentlich behandelt wurden. Dem Herausgeber fiel somit die Aufgabe 
zu, in möglichstem Ansohlasse an den Vortrag, wofür ihm mehrere nachgeschriebene Hefte 
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zur Verfügung standen, und theilweise unter Benutzung von C leb ach herrührend ex Manu- 
Bcripte ein zusammenhängendes Bild der verschiedenen geometriirchen Disciplinen zu entwer- 
fen, besonders unter Wahrung des einheitlichen Gedankenganges, welcher den Vorlesan^en 
von Glebsch so sehr eigenthümlich war. Während sonach in den ersten Abtheilangen die 
rein geometrischen Greslohtspunkte vorwalt&n, drängt sich schon bei den Kegelschnitten, bez. 
den Flächen 2. Ordnung die Nothwendigkeit eines eingehenden Studiums der Invarianten- 
theorie auf; und dieser algebraische Charakter kommt bei weiterem Fortschreiten immer 
mehr zur Geltung. Andererseits soll das Buch auch in jene überaus fruchtbaren Untersuchun- 
gen einführen, welche aus der Theorie der elliptischen und Abel'schen Functionen, sowie der 
eindeutigen Transformationen für die Geometrie erwachsen. Die erwähnten Ziele bezeichnen 
zugleich die Stellung dieser Vorlesungen gegenüber den von Herrn Fiedler übersetzten und 
bea^rbeiteten Salmon'schen Lehrbüchern, indem der Stoff, im Einzelnen mehr beschränkt, 
im Ganzen doch ein weiteres Gebiet umfasst. 

In dem ersten Bande wird in dem angegebeneti Sinne die Geometrie der !Ebene 
behandelt. Den Schluss bildet die Darstellung der Grundzüge einer Theorie der Gounexe, 
jener von Clebsch noch zuletzt in die Geometrie eingeführten Gebilde. — Der zweite Band, 
die Geometrie des Baumes enthaltend, wird in kurzer Zeit nachfolgen. 

[Clebscll, Alfred.] Versuch einer Darlegung und Würdigung 
seiner wissenschaftlichen Leistungen von einigen seiner 
Freunde. (55 S.) gr. 8. 1873. geh, n. 1 Mk. 20 Pf. 

Separatabdruck aus „Mathematische Annalen**. 

Dur ige, Dr. H., ordentl. Professor an der Universität zu Prag, Elemente 
der Theorie der Functionen einer complexen ver- 
änderlichen Grösse. Mit besonderer Berücksichtigung der 
Schöpfungen Kiemann's. Zweite zum Theil umgearbeitete Auflage. 
(XII u. 233 S.) gr. 8. 1873. geh. n. 5 Mk. 20 Pf. 

„Ich mochte j nach allen diesen Ueberleg-nngen , das Werk von Dureg-e allen Anfängern 
empfehlen, welche sich eine erste Kenntniss der modernen mathematischen Anschauungsweisen 
erwerben wolleif. Ich halte dafür, es sei sehr zweckmässige, dass der Lernende ziemlich bald sich 
an die Betrachtung der Eigenschaften der Functionen gewöhnt. Das grewöhnliche mathematische, 
mehr rechnende Verfahren wird durchaus nicht überflüssig* durch diese neuere Betrachtangpsweise; 
ea lassen sich aber oftmals doch sehr ^osse Rechnungen ersparen; ferner, was sowohl für das 
Stadium, als auch für selbständige Arbeiten von g-rösstem Werthe ist, die Mög-lichkeit grewisser 
Darstellung-en (als z. B. der elliptischen Functionen durch die &) lässt sich sofort übersehen; es 
wird dadurch leichter, den Faden einer g-eeebenen Rechnung-, welche man nachstudirt, zu behalten, 
and es kann viel zielloses Rechnen bei selbständigen Arbeiten vermieden werden. Ich empfehle 
daher das Werk nochmals einem Jeden, welcher sich mit Riemann*schen Arbeiten vertraut machen 
will, zum Vorstudium." [G. Roch in der Zeitschrift f. Mathematik u. Physik.] 

die ebenen Curven dr^itter Ordnung. Eine 

Zusammenstellung ihrer bekannteren Eigenschaften. Mit 44 
Figuren in Holzschnitt. (XII u. 343 S.) gr. 8. 1871. geh. 

n, 7 Mk. 20 Pf. 

Die vorlieg-ende Schrift entstand aus dem Wunsche, die Uebersicht über die grosse Zahl 
der bekannteren £igenschaften der Curven dritter Ordnung möglichst zu erleichtern. 

Dabei gab, abgesehen von anderen Schwierigkeiten, die Beantwortuna* der Frage, welche 
unter den zur Anwendung kommenden Sätzen aus der Geometrie der geraden Linie und der Kesrel- 
schnitte einer näheren Erörterung zu unterziehen, und welche als bekannt anzunehmen seien, zu 
mancherlei Zweifeln Anlass. Scnliesslich schien es am angemessensten, so wenig wie möglich . 
vorauszusetzen. Demeemäss ist fast nichts als bekannt angenommen worden , als die harmonischen 
Eigenschaften des vollständigen Vierecks und Yierseits; dagegen sind alle, oder doch fast alle 
Hülfssätze, welche bei den Curven dritter Ordnung zur Anwendung gelangen, in einer besonderen 
Abtheilung zusammengestellt. In den vereinzelten Fällen, in denen die Erörterung eines Hülfs- 
Satzes unterlassen wurde, ist jedesmal auf solche Schriften verwiesen, von denen angenommen 
werden konnte, dass sie in Jedermanns Händen sind. 

Die Figuren wurden zwar in einigen Fällen von vorher gezeichneten Curven abg-enommen, 
meistens aber sind sie nur symbolisch dargestellt, theils wegen der leichteren Ausführbarkeit», 
theils aber, weil sie so zur Uebersicht geeigneter erschienen. 
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